Econometria

*O que é?

Origem (anos 30, XX): Medicao dos fendmenos econdmicos com o objectivo de
testar teorias sobre esses mesmos fenomenos com base na sua observacao,
recorrendo a procedimentos de inferéncia adequados

Hoje: € uma area cientifica mais virada para a aplicacao de técnicas estatisticas a
analise de dados econdmicos, financeiros, sociais, ..., com o objectivo de estimar
relacdes entre uma determinada variavel dependente e um conjunto de variaveis
explicativas

Exemplos: - Consumo = f(rendimento disponivel)

- Salario = f(escolaridade, experiéncia, idade, género)



Econometria
e Finalidade da Econometria

- “Testar” validade de teorias
Analisar se as teorias sao confirmadas pela observacao

- “Explicar” determinada realidade, nomeadamente explicar o
valor esperado da variavel dependente como funcao dos valores
assumidos pela(s) variavel(is) explicativa(s);

- “Prever” o comportamento da variavel dependente, conhecido(s)
o(s) valor(es) assumido(s) pela(s) variavel(is) explicativa(s).

- “Fundamentar” quantitativamente politicas
Ex: saber se a implementacao de medidas de politica no sentido
do aumento do nivel escolaridade tem impacto na produtividade



Econometria
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Econometria Tipos de dados:

Seccionais (cross section)  (Estatistica Il)

. o » Amostra
. N entldadef (|nd|V|dups, empresas; familias, ...) corresponde a
.1 observaga{o por entidade — observacdes
. Mesmo periodo temporal independentes
Temporais (time series) (Econometria)

Amostra

. 1 entidade (empresas; pais, ...)

. T observacodes por entidade — correspor:de 3

. Varios periodos no tempo observacoes
ordenadas,

Dados Painel (panel data) dependentes

. N entidades

. T observacoes por entidade Outros tipos de dados

(pooled data)



Econometria Dados Seccionais:

Tempo esta “fixo” —— Todas as observacoes se referem ao mesmo
periodo temporal

Pode considerar-se que a amostra corrresponde a
observacoes independentes com idéntica variancia

Mas ... Nem sempre a situacao é tao “simples”. Podem existir varios
problemas quer ao nivel:

- do modelo (Variancia nao ser idéntica para todas as observacoes

- dos dados (Variaveis nao observaveis ou observaveis com erro)



Econometria
Causalidade e significancia estatistica:

. O modelo procura identificar os determinantes do comportamento de
uma variavel de interesse (dependente): salario, preco de um imovel

. Na avaliacao do modelo:

- verifica-se se as variaveis explicativas sao estatisticamente
significativas para explicar o comportamento da variavel de
interesse, na procura de uma possivel relacao de causalidade

Causalidade e significancia estatistica — A causalidade vai para além
da significancia estatistica pois envolve consideracoes teodricas



Econometria
Analise ceteris paribus:

. Num modelo envolvendo varias variaveis explicativas, procura-se, em
geral, focarmo-nos sobre o efeito de uma delas sobre a variavel de
interesse (dependente).

Salario = f(escolaridade, experiéncia, idade, géenero)

. Analisa-se o efeito parcial/marginal de cada varidvel explicativa sobre a
variavel de interesse, sob a condicao ceteris paribus, isto €, assumindo
que tudo o resto permanece constante.

Pode interessar: o sinal do efeito (positivo (relacdo directa)
\negativo (relacao inversa)

Intensidade\magnitude da relacdo



Econometria Especificacao do modelo:
Enquadramento do modelo

. Modelo com dados seccionais.

Yy = f(xl'xZH "',Xk)

. Os dados tem natureza nao experimental (estao fora do controle de
quem vai especificar o modelo) = Yy e X¢, X5,, ***, X}, sao consideradas

v.a.(s).

. Muito importante: Para aliviar a notacao, vai abandonar-se a
convencao em torno das maiusculas e minusculas na distincao de v.a.(s)
e suas realizacdes empiricas. As letras maiusculas serao agora usadas
para representar vectores e matrizes




Econometria Especificacao do modelo:
Objectivo
.Modelo —— y = f(xq,X9,,"**, X)

Salario = f(escolaridade, experiéncia, idade, géenero)

. Vai modelar-se o valor esperado de y condicionado por x¢, x5,, "+, X.
Relacao é estatistica e nao matematica

. Um modelo é sempre uma representacao simplificada da realidade
qgue permite sublinhar os factores mais relevantes na explicacao do
comportamento da variavel y

Existem sempre var.(s) explicativas nao incluidas no modelo.



Modelo de Regressao linear

Manuel esta a pensar ingressar no Ensino Superior como
meio de melhorar as suas perspectivas de emprego e
remuneracao

Um amigo do Manuel, o Joao aconselha-o a desistir da ideia
dando-lhe dois exemplos:

O amigo Frederico que tem doutoramento e esta desempregado

O amigo David que nao fez sequer o 122 e esta rico

Questdes subjacentes a esta discussao:

Sera que mais escolaridade esta associada a melhor salario?

Quanto aumenta o salario por cada ano adicional de escolaridade?



Modelo de Regressao Linear

A amostra recolhida produziu 100 pontos:

Inés 12 anos de
escolaridade,
650 €

Pedro |
17 anos de _;gé

escolaridade,
1280 €

Joaquim

9 anos de
escolaridade,
680 €

Teresa

11 anos de

;%\
F’ escolaridade,
700 €



Modelo de Regressao Linear

Mas serd possivel saber mais sobre esta relacdo?  Qual o acréscimo de salario por
cada ano de escolaridade

adicional?
Salério 4 Interseccao

' Rectay = mx +b — eixo ¥
1280 : ////’

Sim, ajustando uma recta a esta nuvem de pontos

Inclinacao
da recta Variavel
explicativa (v.a.)

Recta estimada

700 E(salario|u) = B, + f,Educacdo
Po— /| O\l
0
l 650 Varidvel Coeficientes
o ariave Estimados
Termo 911 13 17 Educagdo explicada |

constante Variavel
residual



Modelo de Regressao Linear

Salario Recta estimada Salario = 184,7 + 51,12 Educacao

estimado
da Teresa Salario %
\ residuo = salario — salario
=700 — 747 = —47

747
700

salario N Qual a explicacdo para o residuo?
recebido °
Teresa ) . R: Modelo ndo se ajusta perfeitamente a
realidade porque ha varias outras
184,7 variaveis que afectam o salario

11 Eaucagéo



Modelo de Regressao Linear

, Variavel residual
(ndo observavel)

\

Modelo da populacdo ¥; = Po + P1x; + u;

Modelo Regresséo Linear E(yl.X) = ,BO + ,le Representa o efeito de
v \ outras variaveis nao
| consideradas no modelo

y
Variavel __—
residual §

7

u=y-—E(yx)

Exemplos: experiéncia, género, sector, ...

y—y

erro\residuo = i

A A

Modelo estimado fi = By + f1x

E(y|x)

|




Modelo de Regressao Linear

Terminologia do Modelo de Regressao Linear:

y X
Variavel dependente Variavel independente
Variavel explicada Variavel explicativa
Regressando Regressor
Bo, b1

Coeficientes ou parametros (fixos e desconh.)

u

Variavel residual (ndo observada)




Modelo de Regressao Linear

Modelo da populagdo: y; = By + B1x; +u; (1)

Modelo Regressdo Linear: E(y|x) = By + B1x (2)

Relacao entre var. dependente e
Hipoteses do modelo: explicativa é estatistica e nao matematica

Hi:E(u) =0 3 2053
1 E(u) ( )\» Hi:Cov(x,u) =0 = goerfe;ici)os:aodas
Hy:E(u|x) =E@) (4)

(3) O valor médio do efeito das variaveis ndo observadas (u) é nulo.

(4) O valor médio do efeito das variaveis ndo observadas (1) ndo depende do
valor da var. explicativa (x) diz-se que a var. explicativa é exdgena.



Modelo de Regressao Linear g
Variavel

Modelo da populagago —— @0 + ﬁﬁdu@ residual
Flexibilidade

Modelo Regressao Linear ~ E(salario|X) = B, + B1Educacio
Hipoteses do Modelo Muvem de pontos e recta ajustada
Jiml i ]

}

o
=
-F-F
QJ_‘:-___ Ar///
e
i "-_____ )

Muito importante: Esta equacao diz-nos como é que o valor médio do salario varia
com a educag¢do. Nao diz que o saldrio é igual a 8y + ;Educacdo.



Modelo de Regressao Linear

Hipoteses do Modelo

fivl

Var(u;) é igual para todas as
i =1,2,---,n observacoes.

Var(u;)) =0%i=1,2,--,n

Homocedasticidade: variabilidade do salario a volta da média é constante .



Modelo de Regressao Linear

Apenas se vao estudar modelos que envolvem uma relagao linear ou
linearizavel em relacao aos parametros, porque:

- abrangem uma variedade significativa de situacoes

- sao de tratamento mais facil

Muito importante: Nao confundir linearidade relativa aos parametros com
linearidade relativa as varidveis

Y = B, + f;X — Elinear nos pardmetros

Y = By + B;X? — N3o é linear mas é linearizavel nos pardmetros

2 ~ 7 . N
Y =0y + f1°"X —— N3Zo é linear nos parametros



Modelo de Regressao linear

Estimacao dos coeficientes de regressao pelo Método dos Minimos Quadrados

IDEIA

!

Ajustamento da recta

. \
= a nuvem de pontos
ecta ,
" estimada sera tanto melhor
. guanto menor for a
’,” C : . N .
e , distancia dos pontos
‘,' \
o . ' a recta

&> ’
-
> ’
> ’

Minimizar a soma
| dos quadrados dos
2
X erros




Modelo de Regressao linear

Estimacao dos coeficientes de regressao pelo Método dos Minimos Quadrados

Variavel Variavel explicativa Variavel
dependente \independente \ /dependente
A X yV X-X V-V (x-X)P (x-X)(y-V)
Recta 1 s i 4 é
regressio 2 4 al < !
3 5 U ‘s 0 0
- 4 4 1 0 1 0
y 5 5 £ ‘. 4 2
: Coef. estimados 10 6
. Y estimado 7 N N
@eoceo 000 000 00 A
~ 5 — . Recta de regressao
y = Po+ Bix . &
estimada
y s Xl —-0Wi—-y) 6
0 1 > 3 2 > * Variavel f1 = —— = —
. independente 2.(x; — %) 10

X
Qualquer recta de regressao linear

passa pelo ponto (X, ) = (3,4) Bo=y—P1x=by=4—06%3=22

E(B;) = B; (estimador nao enviesado)



Modelo de Regressao Linear Multipla
* Modelo vai ser estimado com base numa amostra com N observacoes
Cada observacdo é dada por: (y;, X;1, Xj2, ***, X1 )

Nota: (n > k) muito maior. (n deve ser, no minimo, 5 a 10 vezes maior que k)

Variaveis explicativas Var

~ S ~ " resi-dual
Varigvel Vi = ,30 + :leil + IBinZ + et :kaik +U;

dependente \ \ \ /

Parametros\Coeficientes da regressao
(fixos e desconhecidos)

Exemplo: salario; = By + fieduc; + frexper; + frantig; + u ;



Modelo de Regressao Linear Multipla

Variavel dependente

~~

%

Exper. /

(x2)




Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

* Objectivo genérico: explicar E(y|x)

Regressao linear: E(y|x) é funcdo linear de um conjunto de
parametros

E(ylx) = Bo + P1xi1 + Baxiz + - + Brxik

Fazendo u = y — E(y|x) pode escrever-se:

y = Po + b1x1 + Poxy + -+ Brxp +u

. = A 3 c e ~ 2
Determinam-se os valores 8y, 51, **, Bx que minimizam )i, ;

Meétodo dos minimos quadrados



Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

* OLS — Método dos minimos quadrados

n 5 n n
do@i=) =9 =) -5
i=1 =1 1=1

n
— — — — 2
= E _ 1()’1‘ — Bo — P1Xi1 — BaXiz —  — ,kaik)
=

As condiges de 12 ordem vém (O )./L; U; /SEL i =12, ,k):

( n o N N
2__ (yi — Po — P1Xix — PoXip — 1 — :kaik) =0

n
KZ xl] (yl ﬁlxll ,Bzxiz — e — :kaik) =0 ] — 1,2’ e
i=1

k



Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

* OLS — Método dos minimos quadrados

Em termos matriciais vem:

A\

Valores ajustados: ¥ = Xf3 Residuos: U=Y —Y
Método dos minimos quadrados: min UTU

As condicdes de 12 ordem :

XT(Yy —XB)=0=XTY = XTXp

Estimador MQ: = (XTX)"1XTy



Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

* OLS — Método dos minimos quadrados

XX

ZNI i1

_ZN=1 ik

Estimador MQ: f = (X"X) X"y

—

ZNI o I ZJlefk
Z/; i 2\:’1xkaik

,

XY

o ’xll.yl

pae%




Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

Ja que:

=1

I
M:MM =

N < ) -
® X
"><

x
M
"><

g

i3 i=]1" K i=1 i=1 i i=] "Ik "



Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

* OLS — Método dos minimos quadrados

e que: N 2
11 1 e 1 ] [
N

X Xy Xy 0 Xy || N2 Zz:lx“y‘
N

Zz’zlxizyf

X Ko Xy vt Xy |V N
‘llkyl

3
=
o
E»H
e
I




Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)
* Estimacao OLS — exemplo:
preco = —19.286 + 1.384area + 15.121quartos

Output EXCEL

SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics

Multiple R 0.794906%945
R Square 0.63187705
Adjusted R Square 0.623215334
Standard Error 63.04837628
Observations 88
ANOVA

daf sS MS F Significance F
Regression 2 579971.1994 289985.5997 72.95055817 3.58672E-19
Residual 85 337883.3088 3975.097751
Total 87 917854.5083

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%

Intercept -19.28550028 31.0475285 -0.621160563 0.536156232 -81.0163048 42.44530424
area(mz2) 1.38360615 0.148943494 95.289470184 1.40045E-14 1.08746658 1.67974572

quartos 15.12133684 9.488597692 1.593632413 0.114730383 -3.744537442 33.98721112



Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

Residuals
Estimacao
OLS - °
200 ..
exemplo:
A0 . . .
e ’ » % ° ®
g o® T K .. ® LR
e : %% o: o'
0% r % * 5" o ey ®e ur®
b o.~°. o o° ® ¢
®.6d o 2 ® B

A ordem da observagao na amostra (i)
esta no eixo das abscissas enquanto os
residuos(;) estao no eixo das
ordenadas.
U =y — i

Como para a 12 obs, preco=300,
area=226 e quartos=4 vem

preco;

= —19.286 + 1.384 X 226 + 15.121 X 4

= 353.894

11,=300-353.894=-53.894
e, de forma semelhante,
i, =370-293.114 = 76.884

flgg =242 - 269.495 = -27.495



Modelo de Regressao Linear Multipla (MRLM)

Estimacao OLS — exemplo:

Como, num modelo com dados seccionais, a ordem das observacoes €
arbitraria torna-se frequentemente interessante olhar para os residuos
em funcao de cada variavel explicativa ou do valor da variavel endogena

quartos Residual Plot area(m2) Residual Plot

=
8

Residuals
s —
S o 8 3
Residuals
00

)
<& 4 "
) 2 ¢ 6 * 3 100 0 306’ 400

quartos - area(m2)

s
8



Modelo de Regressao Linear Multipla

Propriedades dos residuos OLS:

;=0 (i=1,2,---,n) (modelos com termo independente)

T
—
)
=)
[
(-]

P
p—
=
N
I
S
—
=)
N
_I_
-3
£)
DN



Modelo de Regressao Linear Multipla

Propriedades dos residuos OLS:

Para demonstrar estas propriedades é necessario recordar as
condicoes de 12 ordem:

( n o N R
z_ 1(Yi — Po — Pixi1 — BaXiz — 1 — :kaik) =0
1=

n
kz' 1xij(Yi — Bo = Bixis — BaXiz — = Brxix) =0 j=1,2,-,k
1=

* Apropriedade 1 deriva da 12 equagdo  Nota: S6 é verdade se existir 3,

A propriedade 2 deriva da 22 equacao



Modelo de Regressao Linear Multipla

Propriedades dos residuos OLS:

» Propriedade 3: )it @;y; =0

N N
Z ;y; = Z i (Bo + Prxin + Baxiz + .ot BreXix)
-

=1 =1

—BO fe= 1ut+ﬁl J i 1uxl1+ +ﬁk21 1uxtk
=0

aplicando
propriedade 1 (XN, 11;=0) e
propriedade 2 (XN, 1; x;j = 0paraj=1,.2,..,k)



Modelo de Regressao Linear Multipla

Propriedades dos residuos OLS:

* Propriedade 4: Y | y;% = ?:13’1 + X 1ul

?I:l}’lz — Nl(yi+ﬁi)2_ i= lyl Zl 1u +221 lylul
= 1yl Zl 1u

ja que, pela propriedade 3, Y\, 9;11;=0



Modelo de Regressao Linear

Interpretacao dos parametros

Caso 1 Modelo lin-lin:

E(ylx) = Bo + Brx1 + Baxy + -+ + Bixi

tem-se: Ax; = 1 - AE(y|x)=p;, ceteris paribus

A deducao é imediata e pode ser ilustradaparaj =1

E(ylx)=Bo + B1x1 + B2xy + -+ + Prxy

E(ylx*)=Bo + B1(x1 + 1) + Boxy + -+ + Brxy = E(¥[x)+p4

AE(y|x)=E(y|x*) — E(y|x) = B4, ceteris paribus



Modelo de Regressao Linear

Caso 1 Modelo lin-lin:

Exemplo: Considere o modelo
preco = [o+farea + [rquartos + u

onde o preco de uma casa, em milhares de ddlares, depende da
area (m?) e do numero de quartos (dados disponiveis no AQUILA).

Estimou-se
preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121quartos

Admitindo tudo o resto constante:
por cada m? adicional (variacao unitaria de area), € de esperar
qgue o preco esperado da casa aumente 1384 ddlares;
por cada quarto adicional (variacdo unitaria de quartos) é de
esperar que o preco esperado da casa aumente 15121
ddlares.



Modelo de Regressao Linear

Interpretacao dos parametros

Modelos com logaritmos — duas observacoes :

1. A funcdo In(z) apenas é definida para z > 0. Ndo pode ser aplicada a
variaveis que assumam valores negativos ou nulos

. , A Az)—
2. A taxa de crescimento de z € dada por bz _ (z+hz) =

Z Z
Az , VA
Quando — é pequeno, vem: — = In(z + Az) — In(z)
Z
Az 101 .
Exemplo: z = 100 e Az=1, =0 T 0.01(taxa de crescimento de 1%)

In(100 + 1) — In(z) = 0.00995



Modelo de Regressao Linear
Interpretacao dos parametros

Caso 2 Modelo log-lin: regressando

A variavel dependente é z mas y = In(z). Suponha-se ainda que a
variavel explicativa é x.
Modelo regressao transformado:

E[In(z)|x] = Bo + B1x1 + P2x + -+ + Lrxk
Modelo estimado: In(z) = B, + f1x1 + Box, + -+ + Brxs
Em termos directos, ij =1-Aln(z) = ,63]-

Mas, o interesse reside em z e ndo em In(z), pelo que aplicando o
resultado anterior se tem: Ax; = 1—% Ay = 100 Bj, ceteris paribus



Modelo de Regressao Linear
Interpretacao dos parametros

Caso 2 Modelo log-lin:

Exemplificando paraAx; =1y =y + Ay
Modelo inicial: IEG) — B\O + lel + BzXz + -0+ kak
Modelo pds incremento: n(z)* = By + f1(x1 + 1) + Loxy + -+ + Brxy,

= In(z) + f,

N>‘|N>>

In(z)* — In(z) = B, =
logo: %AZ = 100 * 5, %

Variacao percentual de y



Modelo de Regressao Linear
Interpretacao dos parametros

Caso 2 Modelo log-lin:
Exemplo: Retomem-se 0s dados anteriores e considere-se agora o
modelo alternativo que originou

Inpreco = 4.766 + 0.0041 area + 0.0286 quartos

Admitindo tudo o resto constante:

Um aumento de 1 m? na area origina um acrescimo de
aproximadamente 0.41% no prec¢o esperado da casa

por cada quarto adicional, o pre¢o esperado das casas aumenta
aproximadamente 2.86%



Modelo de Regressao Linear
Interpretacao dos parametros

Caso 3 Modelo lin-log:
A variavel explicada € v mas a variavel explicativa x € logaritmizada.

Modelo regressao transformado:
Elylx] = Bo + B1In(x1) + B2xz + - + Brxi

Modelo estimado: § = Sy + S1In(x1) + Byxy + - + Brxy,

Modelo pés incremento: y* = Sy + B1in(x; + 1) + Lox, + -+ + Lrxy

A Ax
V=9 =B, [In(x; + 1) —In(xy)] = 4 .

By

logo: %Ax; = 1 - %Ay = oo

ceteris paribus



Modelo de Regressao Linear
Interpretacao dos parametros

Caso 3 Modelo lin-log: Exemplo

Exemplo: considere um novo modelo alternativo para o mesmo
problema

preco = —1153.7 + 265.0 In(area) + 19.63 quartos

Admitindo tudo o resto constante:

uma variacao da area de 1% gera um aumento médio do preco das
casas de aproximadamente 2.65 milhares de dodlares

Notas:

. Como se pode ter numero de quartos = 0, ndo se pode
logaritmizar a variavel quartos.

. Este modelo € menos utilizado que os outros



Modelo de Regressao Linear

Interpretacao dos parametros

Caso 4 Modelo log-log:
A variavel explicada é z mas y = Inz. Suponha-se ainda que a variavel

explicativa € x;, e W = lngx I)

regress

regressando

Modelo regressao transformado:
Ellnz|x] = By + B1In(x1) + Baxz + -+ + Bixy
Modelo estimado: Inz = B, + £1In(xy) + Boxy + -+ + Brxs

Modelo pds incremento: Inz* = B, + f1n(x; + 1) + Loxy + -+ + Brxy,

Logo y* — 9 = B1[In(x; + 1) — In(xy)] = %AY = B, %Ax,

Em geral, %Ax; = 1 - %Ay = Bj%, ceteris paribus



Modelo de Regressao Linear
Caso 4 Modelo log-log:

Exemplo: considere-se agora o modelo

IH(E?-"E(;D) = 1.289 + 0.810 In(area) + 0.038 quartos

Admitindo tudo o resto constante:

. uma variacao da area de 1% gera um aumento no preco esperado
das casas de aproximadamente 0.81%

. Por cada quarto adicional, o preco esperado das casas aumenta
aproximadamente 3.8%



Modelo de Regressao Linear
Interpretacao dos coeficientes do modelo

Quadro sintese: Table 2.3 Wooldrige

Interpretagdo de f3;

V Ij ﬁy = Bj .ﬁxj
y In x; Ay = (B; /100) %Ax;
Iny X; %Ay = (100 B;) Ax; Semi-elasticidade

Iny In Xj %Ay = ﬁj Ax; Elasticidade



Modelo de Regressao Linear Multipla

Aprofundando a interpretacao dos B; :

Modelo: y = g + f1x1 + -+ Brxp +u

Modelo estimado: § = B + 1 x4 + -+ + By X de
residuos U;

B; é oelementojde f = (XTX)"1 XTY
Vamos agora analisar 2 pontos:
* Interpretacao do “Partialling out” de B;

» O que acontece a B quando se acrescenta (ou se elimina)
uma das (outras) variaveis explicativas



Modelo de Regressao Linear Multipla

Efeito “Partialling out’ :

B vai medir o efeito parcial da variavel explicativa x; depois de

considerado o efeito das restantes variaveis explicativas o que é diferente
do efeito marginal obtido numa regressao simples.

O teorema de Frisch-Waugh fundamenta este ponto, pois prova que o ,f?;
que se obtém no MRLM é idéntico ao que se obteria numa regressao

linear simples de y em ri\ Residuos da regressao de x;j nas

restantes variaveis explicativas

O efeito “partialling out” consiste em retirar de x; aquilo que &€ “comum”
com as restantes variavéeis explicativas
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Efeito “Partialling out” :

Modelo: § = By + B1x1 + - + Brexx

Modelo auxiliar: x; = @y + d;x; + -+ + Ay xy + 7; (todas menos o x;)

RLsimples: y = yq + B;7; , -
esiduos da regressao de x;; em

Teorema de Frisch-Waugh: Xi1, Xi2,***, Xix (todas menos x;;)

n A
=1 rl]yl

/‘éj_ n A21j=1,2,...,k

; i=17ij
ﬂf\or @ Nota: regressao simples com termo
i €M 15 independente




Modelo de Regressao Linear Multipla
Teorema de Frisch-Waugh - demonstracao: o
o 21=1Ti1Yi

Iremos provar sem perda de generalidade, paraj = 1 que [ = = —
i=1"'11

Considerem-se as 3 regressoes:
1.9 = Bo + Prxis + Poxiz + -+ Brxip + u
2. %1 =RXg+&;y Xy + - + Xy X S X31 = Xjp + T
3.y =Yo + Y1711
Partindo das condi¢des 12 ordem paraj = 1, vem:

n n n
2. xil()’i_.Bo_ﬁlxl_"'_,kak)=Z. Xi1 (}’i_)’;i)zz' Xip Uy =0

i=1 1=1 =1
Substituindo x;; por X;; + 71, vem:

e (X +P) U = i Xy + Q1= Tially =0 (A)
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Teorema de Frisch-Waugh - demonstracao:

i=1 X1l = Xi=1 (@ + AaXip + -+ + Qpexi );
= Qo LU + @ X xjpptly + -+ A X xpctl; = 0
(propriedades 1 e 2 dos residuos OLS no mod 1)
n A ~ == n A ~ - ~ ~ ~
i=1 Tl = Di=a Tia (Vi = Y1) = L P yi — LT di
= %P ¥i — X fir (Bo + Brxia +  + PreXix)
=X P Yi —Bo X — P1 X Xisfir — Bo X Xipfix — - — B X XikTia
= LT yi — b1 Xxnfir A Y fu yl

k py = Eun

e — A
Como: X Xiifir = N(Riq + fin)fiy = X Riafir+ 75 tem-se: L1 Vi — B Y f s =

porque: X fi; = 0e X x;;fj; = 0paraj =2,...,
0
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Teorema de Frisch-Waugh - ilustracao:

preco = —19.286 + 1.384area + 15.121quartos

Output EXCEL

SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics

Multiple R 0.794906945
R Square 0.63187705
Adjusted R Square 0.623215334
Standard Error 63.04837628
Observations a8
ANOVA

df sS MS F Significance F
Regression 2 579971.1994 289985.5997 72.95055817 3.58672E-19
Residual 85 337883.3088 3975.097751
Total 87 917854.5083

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%

Intercept -19.28550028 31.0475285 -0.621160563 0.536156232 -81.0163048 42.44530424
area(mz2) 1.38360615 0.1489434594 95.289470184 1.40045E-14 1.08746658 1.67974572

quartos 15.12133684 9.488597692 1.593632413 0.114730383 -3.744537442 3398721112



Obtencdo f3;

SUMMARY OUTPUT

Modelo de Regressao Linear Multipla
Teorema de Frisch-Waugh - ilustracao:

12 regressao auxilar: area como funcao de quartos

Regression Statistics

Multiple R

R Square
Adjusted R Square
Standard Error
Observations

ANOVA
Regression

Residual
Total

Intercept
quartos

0.532120204
0.283151911
0.274816468
45.64604375

88

df
1
86
87

Coefficients
66.14354244

33.89926199

5SS
70777.80685
179186.2727
249964.0795

Standard Error
21.31632029

5.816273698

area = 66.1435 + 33.8993quartos

MS F Significance F
70777.80685 33.96963003 9.52941E-08
2083.56131
t Stat P-value Lower 95%
3.102953114 0.002592652 23.76810017
5.828347109 S9.52941E-08 22.33689256

Upper 95%

108.5189847
45.46163143

Os 1, 5erao os residuos desta regressao
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Teorema de Frisch-Waugh - ilustracao:

22 regressao auxiliar preco como funcao de7;

SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0.611333125
R Square 0.37372819
Adjusted R Square 0.36644596
Standard Error 81.75590471
Observations 88
ANOVA
df SS MS F Significance F

Regression 1 343028.1042 343028.1042 51.32056696 2.5121E-10
Residual 86 574826.4041 6684.027955
Total 87 917854.5083

Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%
intercept 293.5460341 8.715208725 33.68204289 2.57951E-51 276.2207726 310.8712956
resid 1.38360615 0.193137569 7.163837446 2.5121E-10 0.99966137 1.76755093

preco = 293.546 + 1.3836 1,
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Efeito da adicao de uma variavel:

O que acontece quando se acrescenta uma nova variavel explicativa ao
modelo?

Exemplo: = fo + p1x1 = Y = o + f1X1 + b2x;
- __ _—Inclinagdo da recta regressao de x;;emx;; i = 1,2,---,n
B1 = B1+P204

Salvo em 2 casos especiais:

. O novo regressor € ortogonal em relacao a qualquer dos outros
X1 € X, nao estao correlacionados & §;=0

. O impacto do novo regressor na variavel y é nulo & (,=0

Nota: Estas conclusdes sao validas (apds adaptacao) no caso de eliminagao
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Efeito da adicao de uma variavel (Dem: Wooldrige):
Generalizando: B’j - B}_ 4 ﬁr Sj jjr=12..,ker+]j

Onde: 5 s "
B; coeficiente de x; na regressdo de y em x = (x4, X, ..., Xi).

Inclui todas as variaveis explicativas Var. adicionada\

B; coeficiente de x; na regressdo de y em x com excegdo de x,..

~

0; coeficiente de x; na regressao de x,. nas restantes variaveis
explicativas, isto é, x com excecao de x,..

ﬁj=ﬁjsseﬁr=00u5j=0
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Efeito da adicao de uma variavel-ilustracao:

Modelo: saldrio/hora em dolares; educacao, tenure (n? anos na empresa) e exper
(experiéncia profissional) em anos; female=1 se mulher e 0 se homem.

wage.h = —0.84503 + 0.53799¢educ + 0.16441 tenure — 1.78839 female

Estima-se uma 22 regressao:

wage.h = —1.56794 + 0.57150educ + 0.14101 tenure — 1.81085 female

+0.02539(exper

Calcula-se: B; — 8; = 0.57150 — 0.53799 = 0.03351 A =~ 6.3%

(alternativa) Estima-se uma 32 regressao:

exper = 28.4654 — 1.31952educ + 0.92169 tenure + 0.88433 female
Calcula-se: — $,8; = —0.02539 * (=1.31952) = 0.03350 (efeito fraco)
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Avaliacao da qualidade do ajustamento:

Modelo: Yy = ﬁo + ,lel —+ ﬁzXZ + -+ ,kak +Uu

Modelo estimado: Yy = Sy + f1x1 + [oxy + -+ + Brxi
12 avaliagdao: comparar y; com y; e calcular o coef. correlacao

a0 — }—’)(yi = 5\_’) _ Syy

Sempre Tyy 77 =

L _ sl Sy S
positvopa L/ ((Z,01-9)7) (S (i -5)))
¥y melhor
aproxima-

cdoay Entao, usa-se: 7‘537 (varia entre O e 1. gto mais proximo de 1 melhpr o

ajustamento)
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Decomposicio da variacio total e R%:

Avaliacao mais habitual: calcular a propor¢ao da variagao da variavel y
que é “explicada” pelo modelo.

|deia: decompor a variacao total (SST) em variacao explicada (SSE) e
variacao residual (SSR)

Variacao total (SST) = Variacao explicada (SSE) + Variacao residual (SSR)
E ver o peso da variacdo explicada na variacdo total » R?

SSE SSR

RZ=""_—_=1-"
SST SST



Modelo de Regressao Linear Multipla

Yi comy;

Decomposicio da variacio total e R%:

Variacao total (SST) = Variacao explicada (SSE) + Variacao residual (SSR)

n < n — 2
SST = E _0i=9? SSE = E (3 = 91)
1= =1
0

comoy; =P +u=>0y, =09+ X =09 =>V=9

n 9 n
sSR=)  (@,-8)=) @
i=1 =1

Como o modelo tem termo independente ), 1l; = 0= i =0



Modelo de Regressao Linear Multipla

.« ~ c o~ yi comy;
Decomposicio da variacio total e R%:

Variacao total (SST) = Variacao explicada (SSE) + Variacao residual (SSR)

i 2

n A
SST= ==y (e
=1

=Y (@+Gi-9)

n 5 n n
=), W) Gi-9P+2) w0~
i=1 =1 1=1

= SSR + SSE +23™ , 4,9; — 2y Y™, @; = SSE + SSR

3A;i+}7i—}7)

Propriedades residuos: ),j-,4; = 0,22, 1;y; =0



Modelo de Regressao Linear Multipla
.« ~ « yi com y;
Decomposicio da variacio total e R%:
Variacao total (SST) = Variacao explicada (SSE) + Variacao residual (SSR)

Tabela Anova:

Explicados
Z(yt y)? k

Residual Z , n—k—1 MSR = 6%
U;
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R? — Interpretacio Alguns comentarios:

Recorrendo as propriedades dos residuos, mostra-se que no
MRLM (com termo independente) 7, = R?.
_ XY _XOi—W) _ XYy XU

n n n n

= ¥y Propriedade 1 dos residuos OLS

|

YOi =3 —9) =@ -y +0)F; — V)
=X(@: =M+ 0;P; — ¥))
=Y@ =V + XUy -y XU
=Y (; — y)? Propriedades 1 e 3 dos residuos OLS

2 CLo=pE=9)" (@ = NH?
o -92) (B0 -9)) - 92) (50— )°)
— ﬁ = RE

T SST
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R? — Interpretacio Alguns comentarios:

De um modo geral SSE = R? SST ou SSR = (1 — R?) SST
SSE = R? SST < SST — SSR = R? SST < SST — R? SST = SSR

R? = 1 significa que SSR = X , 17 = 0,isto é, que o
ajustamento é perfeito y; = y;.

R“ = 0 significa que SSE = Y-, (§; — ¥)* = 0, isto é, que
y; = ¥y (V; é constante) e que o0 modelo nada adianta.
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R? — Interpretacio Alguns comentarios:

A interpretacdo do valor do R? levanta ainda 2 problemas:

Consoante o problema que se esteja a modelar, o0 R% assume valores
bem diferentes: um valor de 0.3 tanto pode corresponder a um bom
valor como a um mau modelo (depende do que se esteja a modelar)

Quando se acrescentam variaveis explicativas ao modelo, mostra-se
que o R? n3o pode decrescer! Assim, o R? tende a valorizar modelos
com excesso de variaveis explicativas.
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R? ajustado — Interpretagio

A solucao mais comum para corrigir este ultimo problema
consiste em recorrer ao coeficiente de determinacao corrigido
(Adusted R square ou R?) que “penaliza” o modelo pela
introducao de novas variaveis explicativas.

SSR/(In—k —1)
~ SST/(n—1)

R? =

O inconveniente desta nova medida @ nao ter uma
interpretacdo tdo intuitiva quanto o R?.

Também se mostra que

R2=1-(1-R%H)—L— D

(n—k—1)
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R? — Comparacio de modelos

Os modelos tém todos Vv Vv
termo independente

Os modelos tém todos
a mesma variavel Vv vV
dependente (y)

O numero de variaveis
explicativas (k) é o V V
mesmo
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Caso particular — Regressdao sem termo auténomo (8, = 0):

Vi = P1Xip + -+ X + Uy
Recorrer a expressao geral para obter f3;

Ter presente que este modelo n3do verifica Z?’zl ti; = 0, 0 que vai ter
pesadas consequéncias nas propriedades dos estimadores.

Desde ja se pode adiantar que nao incluir termo independente quando
se deveria € muito mais grave do que incluir guando nao se deveria.
Assim, so se utiliza este modelo em situa¢des muito particlares.
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Hipoteses do MRLM:

Para analisar a qualidade do estimador MQ (OLS) e poder definer procedimentos de

inferéncia estatistica torna-se necessario assumer um conjunto de hipoteses sobre o
MRLM.

MRL 1 — Modelo linear nos parametros

O “verdadeiro” modelo na populagao é dado por: Erro aleatorio nao
observavel
Yy = Po + f1x1 + Paxz + o+ Lxp +u
Observacoes:

1. Caso a relacao entre Yy e X nao for esta, o modelo estaria mal especificado

I”

2. Deve ter-se presente a flexibilidade “adiciona
“transformar as variaveis.

dada pela possibilidade de



Modelo de Regressao Linear Multipla
Hipoteses do MRLM:

MRL 2 — Amostra aleatoria

As n observacgées (V;, X1, Xi2, "+, Xj1) i = 1,2,+-,n constituem uma
amostra aleatoria

Observacoes:

1. O modelo definido em MRL 1 aplica-se a todas as observagoes

Vi = Po + P1xi1 + Baxiz + -+ Brxi + U

2. As observacoes sao consideradas independentes (dados seccionais).
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Hipoteses do MRLM:

MRL 3 — Auséncia de colinearidade perfeita

Nenhuma das variaveis explicativaspode ser combinacao linear das
restantes nem na amostra nem na populacao

Observacoes:
1. Garante que a matriz X7 X tem inversa, i.é, existe (X7 X) ™1

2. A existir colinearidade perfeita na amostra, ela é facilmente identificavel
no output

3. As variaveis explicativas podem estar correlacionadas sem p6r em causa
esta hipotese desde que a correlacao nao atinja valores “significativos”. Os
problemas de multicolinearidade serao tratados mais adiante.



Modelo de Regressao Linear Multipla

Multicolinearidade:

Utilizando o teorema de Frisch-Waugh é possivel aprofundar a
interpretacao da var(ﬁ’j|X) ja que

Coeficiente de determinacao
g2 /' da regressao de Xj nas outras

Ua?"(,éjlx) — -(1—R{) var(s) explicativas

llustracdo com base no exemplo anterior (utilizando 62):
Do modelo principal tira-se ﬁﬁ’l = (0.148943494 e 6% = 3975.097751

Da regress3do auxiliar tira-se SST; = 249964.0795 e R? = 0.283151911

.. 3975.097751
Como se pode verificar, 0.1489434942 =
249964.0795%0.283151911
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. . . R 2
Multicolinearidade: var(B;1X) = o
SSTj(l—RJZ- )
Comentarios:
. 0%é a variancia da varidvel residual.Quanto menor for esta variancia,

melhor o modelo e menor a variabilidade dos estimadores (eficiéncia)

. SST; é avariacdo total da variavel x; na amostra.
_\2 A
Se nT—>TSSTj: Z?zl(xij — xj) - Lvar(ﬁj|X)

. Quanto mais dependente estiver x; das restantes variaveis
explicativas, maior sera o valor de Rj2 — malior var(,Bj|X)
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Multicolinearidade:  1,q,(4.1x) = o’
, ! SSTj(l—RJZ- )
Comentarios:

. A situacao ideal é ter-se Rjz = 0 — x; é ortogonal a qualquer das
outras variaveis explicativas.

. Quando Rjz = 1 —violagado da MLR 3 e var(ﬁj|X) = o0

. A multicolinearidade surge quando R]-2 é grande, sem atingir o valor 1.

Neste caso, existe o perigo de var(,B}|X) estar inflacionada, embora
um valor grande de SST; possa mitigar (pelo menos parcialmente) o
problema.

O estimador continua a ser BLUE embora de fraca qualidade.
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Multicolinearidade:

Possiveis solucoes:

. Recolher mais informacao, i. €, uma amostra de maior dimensao.

. Introduzindo alguma restric¢ao linear entre os 5 que permita

reformular o modelo. Que restricao?. Nao esquecer que tem de ser algo
gue tem de se verificar para a populacao.

. Eliminar alguma variavel explicativa. Mas cuidado pois € muito mais

grave eliminar erradamente uma variavel que incluir erradamente uma
variavel adicional.
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Hipoteses do MRLM:
MRL 4 - Exogeneidade FE(u|x) =0
Observagdes:

1. Esta hipotese é fundamental. Nao pode existir correlacao entre as
variaveis explicativas Xjea variavel residual u. Se tal acontecer a variavel
diz-se enddogena e esta hipotese falha

2. A falha pode dever-se a ma especificacao do modelo: omissao de variaveis
explicativas correlacionadas com as restantes, nao transformacao das
variaveis quando necessaria [a ser tratado mais adiante]

3. Enquanto MRL 3 diz respeito as var.(s) explicativas, MRL 4 tem a ver com
as variaveis nao incluidas no modelo, cujo efeito é representado por u
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Hipoteses do MRLM:

MRL 5 — Homocedasticidade var(u|x) = o

Observacoes:

2

1. A variancia da variavel residual U é constante, i.€, nao depende dos valores
assumidos pelas variaveis explicativas

2. Esta hipotese nem sempre é realista. O seu levantamento sera discutido
mais adiante.

3. Tendo em conta que as observacdes da amostra sao independentes
(bastaria ndo correlacionadas), var(U|X) = ¢?,1. 6,

var(u;|X;) = 0% e cov(u,ui|X)=0,i,j=1,2,-,n i#j
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Hipoteses do MRLM:

MRL 5 — Homocedasticidade - ilustracao

| _Fricune 2.8 | , | riGuc 2.9 |

The simple regression model under homoskedasticiry. Vartwageioduc mamasing with edoc

Ky

Rwvageeduc)
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Propriedades do estimador dos MQ (f) :

N3o enviesamento: E(ﬁ]) = P, j=12,--,k

Demonstrac3o:

Y=XB+U f=X'X)"1XTY

B=XTX)"IXTXB+U=X"X)"1X"XB + (X"X)"1XTU

B=B+X"X)"1X"U

=>E(B1X) =E@IX) + E(XTX)"1XTU|X)= B + X" X)~'X" E(UIX)
— ,B 0

3 é um estimador centrado para 8
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Propriedades do estimador dos M) (ﬁ) - enviesamento:
Efeito da inclusao de variaveis irrelevantes (sobreespecificacao):

y = Po + B1x1 + B2x; + B3xs +u;

Modelo satisfaz as hipoteses MRL1 A MRL4, mas x3; hdao nao tem nenhum
impacto sobre y apds os efeitos de x; e x, terem sido controlados — 3 = 0.

Nota: x3 pode ou nao estar correlacionada com x; e x,

Como nao sabemos que ;3 = 0, o modelo estimado é:

y = Po + B1x1 + B2xz + P3x3

T. 3.1 diz-nos que o facto de 5 = 0, ndao afecta o nao enviesamento de ,33, ja
que E(ﬁ]) = [3j para qualquer valor de f3;, incluindo 8; = 0.
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Propriedades do estimador dos M) (ﬁ)- enviesamento:

Efeito da omissao de variaveis relevantes (sub-especificacao):

(verdadeiro modelo |
populagao) — Y = IBO T ,B1x1 + ,BZXZ +Uu (satisfaz MLR1 a MLR4)

Contudo, por ignorancia ou indisponibilidade da dados, o modelo foi estimado
sem a variavel x,.

O modelo estimado sem variavel x,: y = [y + f1Xx1 + v comv = (,x, +u

O modelo estimado é: y = Bo + ﬁlxl Lembrando 8; = B;+5,5,

Hip(s) MRL1 a 4— ,[)31 e Bz sao ndo enviesados pelo que se tem:

env.ff4

:}’E(ﬁ1) — E(,E)l"',gz&) — E(,é1) + S1E(,éz) — ,81"'51,32 ‘:)E'(,3~1) — ,31 — 51,32
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Propriedades do estimador dos M) (ﬁ) - enviesamento:

Efeito da omissao de variaveis relevantes (sub-especificacao):
env.f34

= E(,3~1) = E(B1+Bzg1) = E(B1) + S1E(Bz) = B1+61 P, ‘:’E(.&) — ,3; = S}ﬁz

f1sera nao enviesado sse f, = 0 ou 0; = O mesmocom 5, # 0  desconhecido

Como 6, é a covar(x4, x,) no calculo de var(x,), na amostra:

— 6,= 0sse x; e x, ndo estiverem correlacionadas na amostra

— 6,# 0 = x4 e x,, estiverem correlacionadas na amostra e §; terd o sinal da
corr(x,, x,) [Table3.2 pg.86 Wooldrige]

Dimensao do enviesamento é também importante. Um pequeno
enviesamento (0.1%) nao é motivo de preocupacao mas um
enviesamento de 3% ou superior € um problema muito sério
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Propriedades do estimador dos M) (B) - enviesamento:
Efeito da omissao de variaveis relevantes (sub-especificacao) Exemplo:

log(sal) = By + Bieduc + B,capacidades + u

Nao existem dados sobre capacidades. Por isso estimou-se:

log(sal) = 0.584 + 0.083 educ n =526, R?=0.186

Capacidades e educacao deverao estar positivamente correlacionadas pelo que:

log(sal) = By + Bieduc + v comv = B,capacidades + u

—estimativas OLS, estarao em média, inflacionadas. Tal ndo significa que

0.083 > f3;. Pode apenas dizer-se, numa perspectiva frequencista, que a média
das estimativas para um grande n2 amostras sera maior que ;.
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Matriz das var/cov do estimador dos MQ (OLS) :

Recordando: f = (XTX)"'XTYeY=XB +Uvemf =B + (X"X)"1X"U;
var(U|X) = a?1
Demonstracao:

var(B1X) = var((XTX)"1XTU|X) (B nio é aleatdrio)
= (XTX) "X var(U|X)X(XTX) 1
= (XTX)"1XT (02 DX(XTX)

I
é um parametro desconhecido, var(ﬁ|X) também o é.

Como 02

Para estimar var(B|X), matriz simétrica de dimensdo (k + 1) * (k + 1) bastara
estimar 0% pois a matriz X é observavel
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Matriz das var/cov do estimador dos MQ (OLS) :

A variancia condicionada de um dado ,Bj,j = 1, 2, k — O"fgg_é dada
J

pelo elemento (j, j) na diagonal principal da matrix o° (XTX)_1

A covariancia condicionada entre [5; e [5,- é dada pelo elemento (i,7) ou (r, i)da

matrix ja que cov(,[?i, ,ér) = COU(Br, ,él)

var@OJX) cov(ﬁo, B, |X)
var(B1X) = cov(B1,folX)  var(Bi|X)

cov(B BolX)  cov(B P11 X)
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Estimac3o de o*:

Para estimar 62 utiliza-se:

U; Uu'u
0% = 2 U — Estimador centrado para 62
n—-k—-—1 n-k-1

Observacdo: 0 - erro padrao da regressio

Porqué este estimador?

Sendo ¢? = var(u;|x) a solucdo natural seria considerar a variancia observada
de u, SZ ou S;? mas n3o sendo u observavel, recorre-se a utilizacdo de 1i;
introduzindo uma compensacao no denominador para garantir que o estimador é
centrado

A demonstracao de E(&Z) = o2 esta fora do Ambito do curso
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Matriz estimada das var/cov de f3:

A matriz estimada das variancias / covariancias condicionais de f8 é:

- v’drgﬁoJX) Cﬁ”(go:/?ﬂx)
var(f1X) = 62(X"X)™" = cov(fy, BolX)  var(fy|X)

(B BolX) (B uIX)

63]_ = \[v?ir(ﬁj) — erro padrao do estimador Bj

6’2

?=1(xi—f)2

A 2
Nota: No caso do MRLS, O'Bl =
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Teorema de Gauss Markov- estimador BLUE:

Verificadas as hipoteses MIRL 1 a MRL 5, prova-se que, de entre os estimadores

lineares e centrados, o estimador OLS é o de menor variancia, sendo assim o mais
eficiente.

Estimador OLS é BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)

Best = menor variancia

Linear — Cada E é uma combinacao linear dos y;
p Elemento (i,j) de A

_ A - A n
,BA = (XTX)_le Y = é Y=>IB] = z ai i Yi
(k+1)xn L=

Unbiased — E(,[?|X) =0
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Output EXCEL:

Modelo estimado:
preco = —19.286 + 1.3836 area + 15.121 quartos

Identificar:
SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics
Multiple R 0.794906945
R Square 0.63187705
Adjusted R Square 0.623215334
e - 1 9- 2 86 Standard Error 63.04837628
ﬂ S 1.3836 Observations 88
15121 | =
df SS MS F Significance F
Regression 2 579971.1994 289985.5997 72.95055817 3.58672E-19
o2y Residual 85 337883.3088 13975.097751
Op, = 31.048 Total 87 917854.5083
~
O.Al = O '1 489 Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%
6 — 9 : 488 6 Intercept -19.28550028 31.0475285 -0.621160563 0.536156232 -81.0163048 42.44530424
B 2 area(mz2) 1.38360615 0.1489434594 9.289470184 1.40049E-14 1.08746658 1.67974572

quartos 15.12133684 9.488597692 1.593632413 0.114730383 -3.744537442 3398721112
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Output Eviews:

Modelo estimado:
preco = —19.286 + 1.3836 area + 15.121 quartos

Identificar: R? = 0.6319 R? = 0.6232 n =88 SSR =Y 77 =337883.3

Dependent Variable: PRECO
Method: Least Squares

e 1 9 2 8 6 Date: 03/24/20 Time: 17:00

Sample: 1 88

B P 1.3 83 6 Included observations: 88
15.121

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C -19.28550 31.04753 -0.621161 0.5362
AREA 1383806 0.148943 9.289470 0.0000
QUARTOS 15.12134 9.488598 1.593632 0.1147
R-squared 0.631877 Mean dependent var 293.5460
Adjusted R-squared 0.623215 S.D.dependent var 102.7133
S.E. of regression 63.04838 Akaike info criterion 11.15918
Sum squared resid 3378B83.3 Schwarz criterion 11.24363
Log likelihood -488.0038 Hannan-Quinn criter. 11.19320
F-statistic 7295056 Durbin-Watson stat 1.857617

Prob| F-statistic) 0000000
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Output Eviews:

Coefficient Covanance Matrix

G AREA M2 QUARTOS

AREA
QUART

963.9490 -1.467339 -180.5499

-1.467339 0.022184 -0.752027
-180.5499 -0.752027 90.03349
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Inferencia estatistica sobre o modelo

( ( teste a significancia estatistica Hy: fj =0 vs Hy: Bj # 0
mal HOZ,B]'ZOUSHllﬁj<O
teste ao sina Ho: B; < 0 vs Hy: B; > 0

B; < (H,: Bi=cvsHy: B #c

A

teste a um valor particular Ho: Bj = c vsHy: Bj <c

\Ho: pj<cuvsHy:Bj>c

| teste a uma combinagao linear de coeficientes

( teste a significancia conjunta de q coef. (s)

subconjunto regressores< Ho: Bg+1 = 0,Bq42 =0, Bx vs Hi:3AB; #0 (j=q+1,---, k)
\ teste a varias combinacgoes lineares de coeficientes

teste a significancia conjunta de todos os regressores (validade modelo)
Hyo:p1 =B, =--=PBx =0 contra H;:3B; #0 (Gj=1,-,k)
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

MRL 6 — Distribui¢cdo normal da variavel residual u;|X~N(0,5?)

| fcuse e ~

The oo ShatanSic anTmal S iribetion with 23ieghs csplansise ~artadh ‘ Observacoes:

Hipotese forte porque
implica normalidade dos
residuos, E (u]|x)=0 (MLR4)
e var(u|x)=var(u)=c?
(MLR5)

Vi Sl Lo \ , 0
/ | \ O estimador OLS, f8 passa a ser

----- — PO T S o mais eficiente entre os
R estimadores centrados.
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MRL 6 — Distribuicao normal da variavel residual
Observacoes:

1. Esta hipotese € bastante mais forte que qualquer das outras ja que,
para além da distribuicao normal implica MRL 4 e MRL 5.
A independénciaentreuex - E(ulx) = E(u) =0

var(u|x) = var(u) = o*

2. O conjunto de hipoteses MRL 1 a MRL 6 — Hipoteses classicas MRL no
quadro dos modelos seccionais

3. No quadro das hipoteses MRL 1 a MRL 6 (Hipoteses classicas MRL) o

estimadorﬁ para aléem de BLUE passa a ser também o mais eficiente de
entre os estimadores centrados.
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Distribui¢do por amostragem do estimador OLS 8
Cadaumadasi = 1,2,---,n observacoes:

Vilx~n(By + Bixi1 + BoxXip + + + +iXi; 07)
Em termos matriciais: Y|X~N (XS, o°I) = B~N(B,a*(X"X)™ 1)

A -1
Jaque, [ = (XTX) Y é uma combinacao linear de v.a.(s) com
distribuicao normal

,gj ~N (,Bj, O'BZ_) Estandardizando, tem-se:
J
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

N

Distribui¢do por amostragem do estimador OLS 8

Como op. é desconhecido tem de utilizar-se o estimador de 03 —>
J J

0% . pelo que se tem: A
P Bji — B;

Esta sera a variavel usada para fazer inferéncia sobre ,Bj:

- Variavel fulcral em intervalos de confianca

A

- B; - Estatistica teste em ensaios de hipdteses
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Intervalo de confianca para §3;

Variavel fulcral - T =

Intervalo de confianca a (1 — a)100% para f3;:

(,Bj — ta/zé\'lgj;ﬁj + ta/zé\"gj)

Com ta/zl P(T(n—k—l) > t“/z) — a/Z
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Intervalo de confianca para f3;

Exemplo: preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121 quartos
(31.046) (0.1489) (9.4886)

1C3>" =7
1

Com ta/zl P(T(n—k—l) > t“/z) — a/Z
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
Ensaio de hipoteses para f3;
Bi—Bj

O"Bj

Estatisticateste > T = ~ttn—k—1)

Estabelecer as hipoteses em teste, H, e H,

Definir a estatistica de teste (substituir 5 pelo valor (fronteira) em H;)

Calcular t; ops

Construir W (regido de rejeicao) Calcular o valor-p

Calcular t; ;54 Decidir




Modelo de Regressao Linear Multipla

Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Significancia de Xj < Si gnificancia estatistica ﬁj

Hy: p; =0 contraHy: f; #0

A~

Bi—Bj
63}_
Rejeitar Hy significa que x; é relevante para explicar o comportamento

dey

Estatistica teste » T = ~ttn—k—1)

Nota: este teste figura nos outputs de computador
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste ao sinal de ﬁj Estatisticateste » T = d

5
Bj

~ttn—k—1)

Hy: B =0 contraHy: f; >0 o0u Hy: fj <0 contraH;: f; >0
Testa um impacto positivo

Hy: p; =0 contraHy: fj <0 ou Hy: ;=20 contraH;: fj <0
Testa um impacto negativo

Atencao: a resposta é afirmativa quando se rejeita H,
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste para um valor particular de g;

Hy: pj =c contraHy: fj>c ou Hy: B <c contraH;: B; >c

Hy: B; =c contraH;: B; <c ou Hy: f; =c contraHy: f; <c

Estatistica teste —» T = 2=2] ~tthn—k—1)

5
Bj
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
Ensaio de hipoteses para f3;
Output EXCEL

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

MMultiple R 0.794906945
R Square 0.63187F 705
Adjusted R Square 0623215334
Standard Error 63.04837628
Observations 22
AMNOW A
oif 55 MS F

Repgression 2 579971.1994 ZXR9985.5997F 7295055817
Residual 25 IITEEXT IONE/E I9ATS5.097751
Total 27 917854 .5083

Coefficients Standard Error L Skat P-value
Intercept =19 28550028 31.0475285 -0.621160563 0.536156232
arealm2) 1.38360615 0.148943494 9.289470184 1.40049E-14

quartos 15.12133684 9488597692 1.593632413 0.114730383
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Relevancia pratica de um regressor
Hyo: pj; =0 contraHy: f; #0

Para além da significancia estatistica € necessario analisar a relevancia
pratica do regressor, i. €, se x; tem um impacto efectivo sobre y

Um valor de ‘tj,obs‘ elevado que leve a rejeigao de Hy pode derivar de:
. Um valor elevado de ‘,Bj‘ combinado com um valor razoavel de 63],

. Um valor muito pequeno de 631, sem que ‘,Bj‘ assuma um valor
relevante em termos praticos
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Relevancia pratica de um regressor: exemplo

Exemplo Wooldridge — Participation Rates in 401 (k) Plans

A ideia é explicar a taxa de participacao prate (percentagem de trabalhadores
elegiveis que aderem ao plano) no plano de pensoes 401 (k) em funcao do peso
da contribuicdao patronal mrate (montante que a empresa mete no fundo por

cada dolar de contribuicao do trabalhador), da idade do plano age, e do
tamanho da empresa totemp (n? de trabalhadores). Dados na pagina da UC.

O modelo estimado foi
prate = 80.29 + 5.44 mrate + 0.269 age — 0.0001297 totemp

(0.78) (0.52) (0.045) (0.0000367)
n = 1534 R? =0.100 prate = 87.4 totemp = 3567.3
Como se pode verificar, rejeita-se claramente Hﬂ:ﬁg = 0 (t3 ops = —3.53) logo

totemp é estatisticamente significante relevante (p — value = 0.00042) mas
de pouca relevancia pratica: Para um crescimento de 10000 trabalhadores na
empresa a tx de participacao diminuiria de 1.297pp!

Nao olhar tanto para o valor do coeficiente mas sim este valor multiplicado
pelos valores “razoaveis” da variavel x!
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
Teste ao sinal de f3;

Exemplo:

Pretende-se testar se a area tem um impacto positivo sobre o preco

Hy: 1 =0 contra Hy: f1 <0 (10000 $ por 10m? < 1000 $/m2)

Py

85
Estatisticateste » T = é_ﬁj ~t (?38 — 2 — i)
Bj

. 1.384 — 0
obs ™ .1489

= 9.295= P(T > 9.295) = 1
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste para um valor particular de g;

Exemplo:

Pretende-se testar se um acréscimo de 10m? na drea tem um impacto médio
esperado superior a 10000 USS$.

Ho: p1 <1 contra Hy: By >1 (10000 $ por 10m? < 1000 $/m? )

85
Estatisticateste = T = ﬁa Bi (§8 — 2 — f)
Bj

1.384 -1

t o, = = 2.579= P(T > 2.579) = 0.0058
obs ™ .1489 ( )
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Inferéncia estatistica sobre a variancia das variaveis residuais

L7 (n—k-1)5? 2
52 52 ~X(n-k-1)

Estatistica Teste: Q =
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de uma combinacao linear dos coeficientes de regressao
Hy:0 = Boco + 161 + -+ Bx
Observacoes:

1-0s ¢j sao os valores pre-fixadosem fungao do que se pretende testar

2 — Exemplo: se no modelo preco = B,+B,area + B,quartos + u
se quisesse testar se o impacto de 10 m? de area equivale ao impacto de
1 quarto ter-se-ia: 6 = 106, — 5, e testar-se-ia: 6 = 0



Modelo de Regressao Linear Multipla

Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de uma combinacao linear dos coeficientes de regressao

A estimacao de 6 nao levanta problema: 6 = ycq + f1c1 + -+ Bx
Calculo da variancia de ¢: Aplicam-se as propriedades da variancia da soma
sem esquecer as covariancias entre os f3;

Em termos matriciais:

var(6) = of = var(cp) = cvar(B)c” = a2c(XTX) 71T

5~N(8,02)
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de uma combinacao linear dos coeficientes de regressao

Como g* é desconhecido— 032 também é desconhecido pelo que a

distribuicdo por amostragem de & é dada por:

Obtencdo de d5: dificil porque muitos softwares ndo reportam a matriz
estimada das var/cov de ,[? e obriga a uma conta adicional
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de uma combinacao linear dos coeficientes de regressao

Retorne-se ao exemplo: preco = —19.286 + 1.3836 area + 15.121 quartos
(31.046) (0.1489) (9.4886)

Testar se o impacto de 10 m? de 4rea equivale ao impacto de 1 quarto.
0 =101 — B2 Hy:5 =0 contra Hi:6+#0

~

Estatistica teste: T = % ~t(88—2—-1)
5

5 =108, — B, = 10 * 1.836 — 15.121 = —1.285

A2 an2 2 2 ~ — Matriz estimada
I 10 0,31 T 0,32 210 OB,+B,  das var/cov
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
Teste a existéncia de uma combinacao linear dos coeficientes de regressao

Recordando a matriz apresentada anteriormente:

(Intercept) area quartos E) —1.285
(Intercept) 963.949026 -1.46733923 -180.5499241 L1 ops = = = 10775 = 0.124
area 1467339 0.02218416  -0.7520268 6 '
quartos  -180.549924" -0.75202680 90.7134352 Valor-p= 0.9015
A2 _ 2 A / 3 . ~ . .
o5 =10 O0g- + 05 2x10*0p ,p Nao se rejeita H

032 = 10%0.02218 + 90.0335 — 2 « 10 * (—0.75203) = 107.29
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de uma combinac¢ao linear dos coeficientes de regressao

Metodologia alternativa

Parte-sede 6 = 103, — p, =, =106, — 6
Substitui-se , no modelo inicial por 106, — &

preco = By + fiarea + (108, — 8)quartos + u
preco = [y + f1area + 106, quartos — dquartos + u

preco = B, + f1(area + 10quartos) — Squartos + u

preco = By + f1x* + (—6)quartos + u e estima-se este novo modelo
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de uma combinacao linear dos coeficientes de regressao

Note-se que o valor [

S5UMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Pultiple R 0.794906945
R Sguare 0.63187705
Adjusted R Square 0.623215334
Standard Error 63.04837628
Observations 2B
ANOVA

df 55 S F Sienificance F
Regression 2 579971.1994 289985.5997 7295055817 3.58672E-19
Residual a5 A37REE3I. 3088 3975.097751
Total a7 S17854.5083

Coefficients  Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%

intercept -19. 28550028 31.0475285 -0.621160563 0.536156232 =81.0163048 42.44530424
n™ 1.38360615 0.148943494 9289470184 1.40049E-14 108746658 1.67974572
guartos -1. 285275338 1035820635 -0.124082809 (0.901542671 -21. 8801646 1930951392

na linha de x™ n3o se alterou em relacdao ao modelo inicial
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Exemplo: Considere o modelo (ver o topico relevancia pratica de um regressor)
prate = By + fymrate + f,age + fatotemp + u

a)  Escreva a regressao auxiliar para fazer inferéncia sobre 6§ = 45, — 10f,

by  Mesma questdo para 8 = % + 1000,

¢ Obterum IC a 95% para &
g Testar Hy:d = 0 contra Hy: 6 = 0
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
prate = fy + fymrate + frage + [ytotemp + u

a)  Escreva a regressao auxiliar para fazer inferéncia sobre d = 4; — 10/-
Sol 1:

S =4, — 106, logo f; = 0.256 + 2.5 55

prate = B, + (0.25 § + 2.5 B,)mrate + S,age + fitotemp + u

prate = B, + & (0.25 x mrate) + f>(age + 2.5 mrate) + Bytotemp + u

Sol 2:

6 =4F, — 1005 logo Sz = 0.4 ; —0.16

prate = 85 + fymrate + (0.4 f; — 0.1 § )age + Bztotemp + u

prate = By + [ (mrate + 0.4 age) + 6(—0.1 X age) + fytotemp + u

Desafio: Estime as 2 regressoes auxiliares e verifique que as linhas referentes a
O sao idénticas.
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
prate = [y + fymrate + fyage + fztotemp + u

b) Mesma questao para B = ‘EE + 10003,
Sol 1:

0 ==+ 1000L3logo B, = 268 — 2000 S,

prate = Lo + fimrate + (28 — 2000 f3)age + [fytotemp + u
prate = 5 + fymrate + 0 (2 X age) + [z (totemp — 2000 x age) + u

Sol 2:

0= + 10008, logo f; = 0.001 € — 0.0005 S5,

prate = By + fymrate + (, age + (0.001 & — 0.0005 ) totemp + u
prate = 3, + fymrate + 3, (age — 0.0005 totemp) + 6 (0.001 X totemp) + u
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear
prate = fy + fymrate + frage + [ytotemp + u

c) Obterum ICa95% para d -sol 1
prate = B, + &6 (0.25 x mrate) + B,(age + 2.5 mrate) + fitotemp + u

SUMBMARY OUTPUT

Regression Statistics

Fultiple R 0.3155592361
R Sguare 0.0r99598538
Adjusted R Sguare O.0E7E33I0A5
Standard Error 15 87778005
Ob=ervations 1534
ANONA
dif 55 M5 F Significance F

Regression 3 4266657348 14222 19116 S6.41400708 1.37991E-34
Residual 1530 ZB5T712.966 252 1038993
Total 1533 428385 5394

Coefficients Stamdard Error t Stat F-walue Lower 95% Upper 95%
Intercept 20 29428539 0.F7TeS5208 103 2464706 i 78. 76882403 81 831974675
0.25mrate 19.07165742 219978516 26659781966 1 02405E-17 14 75674437 23 _JZBES5T047
age+2 Smirate 0. 269407 284 004514857 S S967127681 2 99497E-09 0. 180847655 0357966913
totemip -0.D0129781 3.67184E-05 -3.534503198 O.000420703 -0.000201 205 -5 . F75T7BE-O5

d) Hy:d = 0contra Hy: 6 # 0

ope = 8.67

p —value = 0 Rejeita-se H
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

prate = fy + fymrate + frage + [ytotemp + u

c) Obter um IC a 95% para & - sol 2
prate = B, + £, (mrate + 0.4 age) + §(—0.1 x age) + Gytotemp + u

SURARARY OUTRFUT

Fegression Statistics

FAultiple R

R Sguare
Adjusted R Sguare
Standard Error
Observations

ANOA A

Regpressicn
Residual

Total

Intercept
mrate-+0_4*age
-01%age
totemp

d) Hy: 6 = 0 contra H;:

0315592361
OL09a5a3538
OL097EI3045
15 87772005

1534

df
3
1530
1533

Coefficients
80 29428539
5441432564
19.0F7165742

-0LO@D1 29781

60#0

55
A2 00 SF A4
IBSTIE S66

428385 5394

Stamdard Error
0777695208
0. 524408596
2. 199785126
3.67184E-05

tops = 8.67

MAS
14227 193110
252 1038993

t Stat
103.2454706
10 3732223
E 669781966

-3 534503198

F
SOod 1400

P-walue
]
2.00317E-24
1. 08B405E-17
0000420703

Significance F

1. 3F79910C-34

Lowwer 95%

FE 7eEE2402
4. 41796873
14 75674437
-0 000201805

Upper 955%
81 81974675
6. 4T0088255
23 3BRSTOAT
-5 . F7STRE-O05

p —value = 0 Rejeita-se H,
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Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de g combinacoes lineares dos coeficientes

Embora se possa continuar a considerar as 2 vias de abordagem
anteriores (“matricial” ou regressao auxiliar por reparametrizacao
da regressao original) apenas se ira desenvolver a segunda por ser
bastante mais eficiente.

Apresentaremos o problema do caso mais simples para 0 mais
geral (complicado) e utilizaremos um novo exemplo com base
numa regressao envolvendo mais parametros



Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a significancia conjunta de q coeficientes

Exemplo: Vamos modelar o logaritmo do salario dos jogadores
profissionais de baseball (dados de 1993 no ficheiro
MLB1 simplificado.xlsx) em funcdao de 5 caracteristicas:

years —n2 de anos de carreira do jogador
gamesyr —n2 médio de jogos que o jogador joga por ano
bavg — n? médio de batting/ano
hrunsyr —n2 médio de home runs por ano
rbisyr —n2 meédio de “runs” por ano (“runs batted in per year”)
Modelo
Insalary = By + f1years + fogamesyr + f3bavg +
Bahrunsyr + Bsrbisyr + u



Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a significancia conjunta de q coeficientes

Modelo estimado

SUMPMARY QUTPLUT

Regression Statistics

MMultiple R

R Sguare
Adjusted R Sguare
Standard Error

Dhbservations

ANOWA

Regression
Residual
Total

Intercept
Wyedars
EAIMEsyT
bavg
hrumsyr
rivisyr

0792340118
O.627E802E62
0622439791
0726577259

353
dif
5
347
352
Coefficents

113192420075
OueBE6262 3
Ou01255211 7
OLODDSTESS4
Ou0l44259519

001076574

55
303 9892287
1831863363
492 1755645

Standard Error
0.2B8E228 64
0.0121314544
0.2 646763
0,001 1035059

001605698
0.7 174962

S
61. 79734565
0527914514

t Stat
JIE. 75185162
5684293459
4. FaA2438528
D.EEGE02 204
0. 298644642
1.508045958

F
117.0603271

P-wvalus
4. 1871E-138
2_787aE-OS8
I 088B65E-DE
0375799595
0369465108
0.134404707F

Sigmificance F
2 93B02E-T2

Lowrer 95%
1062435701
0.045035448
0.0 7 3456354

-0k 191814
-0.017151734
0.3 TA6147F

Upper 95%
11 7048449
DLO92689799
DLOATFFS5TE2S
D003 149002
004010772
DLOZ2AB7TE2E

Olhando para o output vé-se que os 3 ultimos coeficientes ndao sao,

individualmente considerados, estatisticamente significativos. Sera que os

podemos eliminar?



Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a significancia conjunta de q coeficientes
Ho: Bg41 =0,B542 =0,--,Bx contra H;:3p; #0 Gj=q+1,-,k)

Estratégia de teste:
Estimar o modelo incorporando a restricao definida em H,, isto e, estimar o

modelo sem considerar as variaveis X, 11, Xy12, -, Xj-
Comparar a qualidade do modelo com restricao com a qualidade do modelo
inicial (sem a restricao):

Se a qualidade for semelhante, pode concluir-se que as r variaveis associadas com os

coeficientes em teste nao acrescentam nada de significativo ao modelo e poderao ser
consideradas conjuntamente nado significantes e, eventualmente, eliminadas.

Se a introducdn da restrican ariginar uma quebra de qualidade significativa, a canclusan
tera de ser a oposta. As variaveis Xp4+1:Xp42, -0 X 540 CONjUNtamente significantes.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a significancia conjunta de q coeficientes

Para tal concebe-se um teste em 3 passos:

1 — estimar o modelo sem restriccoes , i.e, com todos os regressores e obter:
_xn A2
SSR nr— =1 ui

2 — estimar o modelo com restriccoes, i.€, eliminando os regressores

considerados nulos e obter: SSR . = Z’{"zl fLLZ

m
3 — Comparar os modelos (SSR , — SSR nr)/(k — p)
utilizando a estatistica teste: I = SSR../(n—k —1) ~F (mn—k-1)

A regiao de rejeicao situa-se na aba direita da distribuicao F.




Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a significancia conjunta de q coeficientes
Ho:Bg41 =0,B542 =0,--,Bx contra H;:3p; #0 j=q+1,-,k)

Nao rejeitar a hipotese nula significa que os g regressores nao tem
qualquer impacto sobre a variavel dependente pelo que se podem
retirar do modelo

Nota: . .
Como neste caso a variavel y e a mesma nos 2 modelos, pode

(SSR.—SSR)/q (R2—RZ)/q
SSR/(n—k—1) (1—R2)/(n—k—1)
equivalente, tem-se

mostrar-se que e portanto, de forma

B (R* —RZ)/q
F=a-rmy/m-kr—n Flan-k-D




Modelo com a restricao

sSUMMARY OUTPUT

_(198.311-—183.186)/3

Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a significancia conjunta de q coeficientes
Exemplo: Hy: B3 = B4 = s = 0 vs Hy: Hy falsa (pelo menos um dos 8 = 0)

Regression Statistics

Multiple R
R Sguare

Adjpusted R Sguare
Standard Error

Observations

AMNOWA

Regression
Residual
Total

Intercept
years
Eamesyr

Coefficients

11 22380359

0.OF1317962
002017448

Fﬂbs_

Ou Fops =

183.186,/(353—1

J

O.FF2704072
0.597071582
0.594765134
0.752731 258

353

df
2
350
352

= 9.55

(0.627803—0.597072)/3

(1—0.627803)/(353—1—5)

55
293 8640431
198.3115214
492 1755645

Standard Error

0. 108312013
00123505011
0.00134287

S
1469320216
0.5&6604347

t 5tat
103.6247386
5703150453
1502340897

F
259 3303218

P-walue

9. 966E-Z65
2. 50422 E-08
1.01913E-39

Significance F

8.2X02E-TO

Loweer 955

1101077971
0046723543
0.017533371

Upper 95%

11 43682826
0.095912381
0.022815589

p — value = P(F3.347 = 9.55) = 0 (4.47E — 06)

= 9.55

FU.GE = 2.6306

Rejeita-se Hy logo as avariaveis sao conjuntamente significantes -> Multicolinearidade



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste a significancia conjunta de todos os regressores

Hy:py =B, == =0 contra H;:3B; #0 (j=1,-,k)

A nao rejeicdo da hipotese Hy leva a que o modelo deva ser posto de parte.

Nao rejeitar a hipotese nula corresponde a verificar que o modelo proposto nao é
adequado, na sua globalidade, para descrever o comportamento do regressando.

Utiliza-se a estratégia de teste anterior mas o modelo com restriccdes nao precisa
de ser estimado ja que n3o incluindo qualquer variavel se tem: R? = 0,SSR , =

SST porque SSE . =0, pelo que:

R?/k _ __ SSE/k
(1-R2)/(n—-k-1) _ SSR/(n—-k-1) ~ (kn—k=1)

Estatistica teste: FF =

A regiao de rejeicao situa-se na aba direita da distribuicao F.




Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Comentarios:

e Se 0 teste individual de cada um dos coeficientes incluidos em H,
nao rejeita a nulidade e o teste conjunto a rejeita, desconfiar de uma

possivel multicolinearidade

e A situacao inversa, nao se rejeita a nulidade conjunta de todos os
regressores, com o teste F, mas rejeita-se a nulidade para um
particular coeficiente pelo teste t, também é possivel, mas neste caso
é geralmente preferivel confiar no teste t.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de varias combinacoes lineares dos coeficientes —
caso geral

A metodologia de teste que se apresentou pode ser estendida para qualquer
sistema de restricoes lineares.

Para tal:
Definir o sistema de restricoes que se quer testar
Resolver o sistema em ordem a um sub-conjunto de f3;
Definir a regressao auxiliar e estima-la
Calcular F,_; . e realizar o teste (utilizando o valor-p ou valor critico)

Nota importante: Caso a variavel dependente da regressao auxiliar seja
diferente da variavel dependente da regressao original nao se pode utilizar o
resultado baseado no RZ.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de varias combinacoes lineares dos coeficientes —
caso geral

Exemplo: Considere-se o exemplo anterior e admita-se que se quer testar

1 = 0.1
Hq: s H,: H, falsa
0{34—55=Uv oo

5, = 0.1 ; = 0.1
{ﬁ-i—_ 5=U{={ﬁ4=ﬁ5

Insalary = By + fiyvears + o gamesyr + fibavg + fohrunsyr + Serbisyr + u

= iy + 0.1yvears + fogamesyr + Sabavg + fshrunsyr + Serbisyr +u
Insalary — 0.1 yvears = [y + fogamesyr + fybavg + s (hrunsyr + rbisvr) + u
(ver output no slide seguinte)

~ (186.674—1 .186)/2 i B
Fobs = Tgzise/asa—s 5 — 3-3037 Fo.0s(2;347) = 3.022

p — value = P(F = 3.3037) = 0.0379 Rejeita Hy para a = 0.05

Resolver o sistema

Regressao auxiliar




Modelo de Regressao Linear Multipla
Inferéncia estatistica - O modelo de regressao linear

Teste a existéncia de varias combinacoes lineares dos coeficientes —
caso geral

Exemplo: output da regressao auxiliar
In salary — 0.1 vears = By + fgamesyr + Bsbavg + fs(hrunsyr + rbisvr) + u

SUMBMARY OUTPFUT Imi(salary)-0.1%*years

Regression Statistics

Multiple R

R Sguare
Adjusted R Square
Standard Errar

0591355747
0. A4FFR72TEe9
04734854249
0. 721357498

Obhservations 353
AMNOWA
of o5 pAS F Sigmificance F

Regression 3 1709207773 56.97359242 1065158331 5. 65962E-49
Residual 3449 186 6744424 D.534883 789
Total 352 ISF. 5852197

Coefficiemts Standard Error t Stat P-value Lower 95% Upper 95%
Intercept 11.19091343 0.272181054 41.11569581 F.61B1E-136 1065559194 11 72623493
Eamesyr 0010532168 0.O1858351 5667481593 2.037ATE-OE 0. 006277193 0014187143
bawvg O.OOETR0G2 0.0 107 4004 D.E1T7559631 D.414166471 0001234272 0002990396
hrunsyr+rbisyr 0011681257 0.O2298988 S.OE1043186 6. 12B886E-O7 0007159643 0016202871



Modelo de Regressao Linear Multipla
Propriedades assimptoticas do MRLM

Para fazer inferéncia sobre o MRLM, foi necessario introduzir a
hipotese MRL 6 referente a distribuicao normal.

Na 12 parte da UC, em Estatistica, quando se passou de

populacdes normais para “grandes amostras” recorreu-se ao
Teorema do Limite Central.

Agora, no quadro do MRLM vamos fazer algo semelhante e
levantar a hipotese MRL 6 no quadro das grandes amostras.

Aproveitaremos o tratamento de grandes amostras para

apresentar algumas propriedades assintoticas dos estimadores
OLS, nomeadamente a consisténcia.

Em termos da UC de Estatistica 2 apenas cobriremos uma versao
“light” do capitulo 5.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Propriedades assimptoticas do MRLM

Consisténcia do estimador OLS

Assumindo as hipéteses MRL 1 a MRL 4, mostra-se que f3,
estimador OLS de [ é consistente, isto €, tende em probabilidade
para o verdadeiro valor [:

VE}D;TEE}TIDGPT(LSJ—BJ‘ {E)Z 1 paraj:{},l,...,k
O que se resume escrevendo

plim(B) = B
Demonstracao no Apéndice E do Wooldridge.
Tecnicamente, tem de se garantir que var(x;) < .



Modelo de Regressao Linear Multipla
Propriedades assimptoticas do MRLM

Consisténcia do estimador OLS

A existéncia de correlacao entre o termo de erro, u, e qualquer

das variaveis x; incluidas no modelo origina a inconsisténcia de

todos os ﬁj para além do enviesamento do estimador.

Este ponto € de grande importancia ja que mostra que o
enviesamento nao ira desaparecer com o0 aumento da amostra.

Nao se verificando a hipotese MRL 4 em relacao a uma qualquer
variavel x; diz-se que a variavel € endogena. Que existe
endogeneidade no modelo (por oposicao a exogeneidade quando a
hipotese se verifica)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Propriedades assimptoticas do MRLM

Consisténcia do estimador OLS Omissao de var.(s) relevantes

A omissao de uma variavel relevante no modelo — violagao de
MRL 1 — (o seu efeito passara a estar incluido em u), se
correlacionada com alguma das variaveis incluidas, originara
assim a inconsisténcia do estimador OLS o que é bastante mais
grave do que a inclusao de variaveis irrelevantes (que s6 originam
a perda de eficiéncia do estimador). Esta € uma razao para manter
variaveis de controle que nao se mostram estatisticamente

significantes.



Modelo de Regressao Linear Multipla

Variaveis explicativas omitidas e Variaveis explicativas irrelevantes

Quando da escolha dos regressores a incluir no modelo deve ter-se em
conta que:

. Regressores em excesso deram reducao de eficiéncia

. Omissao de regressores ( tendo em conta que o seu impacto estara
incluido na var. residual) gera:

* Inconsisténciase E(U|X) # 0 — endogeneidade

* Consisténciase E(U|X) = 0 = exogeneidade



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste assintético para um f3;

A normalidade dos estimadores OLS deriva da normalidade da distribuicao
dos residuos na populacao. Se os residuos seguem uma distribuicao nao

normal — ,Bj nao tem distribuicao normal pelo que a estatistica t nao tem
distribuicao t-Student e a estatistica F nao tem distribuicao F-Snédecor.

Exemplo 4.6:

Percentagens de participacao em
planos de pensoes - prate _ 6| -

A distribuicao de frequéncias de
Prate esta longe de ser normal.

O que fazer?




Modelo de Regressao Linear Multipla

Teste assintotico para um f3; - TLC (grandes amostras)

Estatistica teste: » T =

Também se pode utilizar:

Estatistica teste: » T = ~t( —k—-1)

BJ
Observacao: Esta abordagem também se aplica, sem dificuldade
quando se quer fazer inferéncia sobre uma combinagdo linear de ;.
5-6
Estatistica teste: = T; = —— ~N(0.1)ouT; = —~t(n k—1)
0%

0%



Modelo de Regressao Linear Multipla

Testes assintoticos para um conjunto de coeficientes

- Pode utilizar-se o teste F, apesar da distribuigao ser apenas
aproximada (neste caso a aproximacao € mais lenta do que

com a t-Student)
. Pode aplicar-se o teste LM (Lagrange Multiplier) que apenas

envolve o modelo restrito supondo g restricoes.

Estimar a regressao assumindo H, verdadeira e guardar os
residuos desta regressao que se designarao por i (para os
diferenciar dos residuos do modelo sem restricao)

Estimar a regressao de &t em todas as variaveis :g, e obter o
coeficiente de determinagao desta regressao, Rj.

a
A estatistica de teste serd LM = nRf — X§

Regiao de rejeicao: aba direita da distribuicao Qui-quadrado



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste Lagrange Multiplier - exemplo

Retoma-se o exemplo dos salarios dos jogadores de baseball que se usou pra o “teste
a significancia de q coef.(s)” e vai testar-se:
Ho:ﬁ?) :B4 :BS = 0 vs H]_Hﬁ] == O] — 3,4,5

1. Estimacao do
modelo restrito:

2. Estima-se a
regressao dos
residuos deste
modelo em todas as

variaveis xj

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

55
293.8640431
198.3115214
4592.1755645

Coefficients Standard Error

Multiple R 0.772704072
R Square 0.5597071582
Adjusted R Square 0.554769134
Standard Error 0.752731258
Observations 353
ANOVA
df

Regression 2
Residual 350
Total 352
Intercept 11.22380399
years 0.071317962
Eamesyr 0.02017448

0.108312013
0.012505011
0.00134287

M5
1469320216
0.566604347

t Stat
103.6247386
5.703150453
15.02340897

F
259.3203218

P-value

9.966E-265
2.50422E-08
1.01913E-39

Significance F

8.2202E-70

Lower 95%

11.01077971
0.046723543
0.017533371

Upper 95%

11.43682826
0.095912381
0.022815589



S5UMMARY OIUITRUT

Modelo de Regressao Linear Multipla

Teste Lagrange Multiplier — exemplo (continuagao)
2. Estima-se a regressao dos residuos deste modelo em todas as variaveis X;

Regression Statistics

Multiple R

R Square
Adjusted R Sguare
Stanmndard Error

D bhservations

AP A

Regressiomn
Residual
Total

Imtercept
wEears
Eamesyr
bawve
hruansyr
rbiswyr

0276169921
O.0Fe2e9825
O.D6Z2959592
O.F2e57F 7259

353
o
S
=247
IF352
Coefficients

-0.031383 >33
LD Z2A553F 38
=00 FE223I68
O.oOo09 72594
0. 0144295159
D.O0107Fe57a

55
15125318511
1823. 1863363
198.3115214

Standard Error
0. 288227HG4
00121145494
D.O02646763
D001 10FT509

O.016e0560
D.OO0F17FA4962

LM,,. = 353 + 0.0762 ... = 26.92
Valor —p = P(LM = 26.92) = 6.11E7Y¢ = rejeita — se H,

MS
F.02503702=
0.52791451 4

T Stat
0. 1086591
-L2DEEFe916
-2.BF9BBE2E94
0. 886802204
0. 85856495487
1.50:0a595 8

F
570164532

P-wvalue
0. 913535688
D.EZOSDEIS1
D042 25253
D.3IFETFOOS05
0. 362465108
0.1 24404707

sSignificance F
4. ZFe556E-05

Lower S5%:

-0. 599945973
-D.026282514
-D.01283ZF 8086
-D.00119181 4
-D.01A7F151734
-0.002345147F

Upper 95%

. 52660508
D.O0Z21371837F
=LD0OZA416651
L0021 4002
D.O0A60107 72
D.0Z24B7 76265



Modelo de Regressao Linear Multipla

Teste Lagrange Multiplier para os k declives

Neste caso o teste é quase imediato (alguns softwares reportam
mesmo o seu resultado)
LM = nR*~X?

Em que R* é o coeficiente de determinacdo do modelo. Como é evidente, a
regiao de rejeicao mantém-se na cauda direita da distribuicao Qui-quadrado



Modelo de Regressao Linear Multipla

Propriedades do estimador OLS - Sintese

Hipoteses:
1. Modelo linear nos parametros:y = g + [1x1 + =+ Brxp + u
2. Amostra aleatoria
3. Auséncia de colineariedade perfeita
4. Exogeneidade: E(u|x) = 0
5. Homoscedasticidade: var(u|x) = o?
6. Normalidade do erro: u~Normal (0, 5?)

Propriedades assimptoticas

1-4: estimadores centrados 1-4: estimadores consistentes
1-5: estimadores centrados e 1-5: estimadores consistentes,
eficientes eficientes e com dist aprox normal

1-6: estimadores centrados, eficientes
e normalmente distribuidos



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao
Modelo — Yy = ﬁo + ,lel + ﬁzXz + -+ :kak + U

E(y|lx) = Bo + B1x1 + Baxy + - + Bixy
Modelo estimado — y = ,@0 + ﬁlxl + ﬁzxz + -+ ﬁkxk
Como prever, usando o modelo estimado?

Duas questoes:
1. O que prever? Ovalordeyou E(y|x)?

2. Como prever? Previsdo pontual ou por intervalos

Em qualquer dos casos assume-se que os valores das variaveis
explicativas sao conhecidos x; = ¢4, ***, X, = Cg



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsdao em média - E(y|x = c¢)
E(ylx) = Bo + B1xX1 + P2xz + - + Prxy
Previsdo pontual: E(y|x) = fo + B1c1 + B2z + -+ + Brcy

Nota: E(y|x = ¢)=0, = By + f1¢1 + Bacy + +++ + Bicy pode ser
considerada uma combinagao linear de ;.

Previsao por intervalos:
Prever — HO: ﬁo + ,31C1 + ﬁzCz + -+ ,Bka

Previsor — §0= Bo + Blcl + ,[;’262 + e ,[?kck

E necessario obter 0{50 =7



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsdao em média - E(y|x = c¢)

Previsao por intervalos — obtencao 0{50: Dois metodos:
1. Recorrer a matriz estimada das variancias- covariancias dos f3;

2. Utilizar a regressao auxiliar:

. Fazer o = 09 — f101 — B2z — - = BrCy
. Construir a regressao auxiliar substituindo [, pela expressao
anterior By = g — f1¢1 — 262 — *++ — BrCi

y =00+ L1(x1 —cy) + -+ Br(xg —cx) +u

. Ao estimar-se a regressao obtém-se directamente 0 e 550



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsdao em média - E(y|x = c¢) - exemplo:

Voltemos ao exemplo do preco de um imoével como funcao da area,
guadrado da area e n2 quartos.

Pretende-se obter uma previsao por intervalos com um grau de confianca
de 95% para o valor esperado de um imdvel com 4 quartos e 220 m?.

Modelo estimado:
preco = 149.92 — 0.2477 area + 0.0037 area® + 14.487 quartos

(85.626) (0.7853) (0.0017) (9.3055)
Modelo auxiliar estimado
reco = 330.206 — 0.4277 (area — 220) + 0.0037 (area®*—220%) + 14.487 (quartos — 4)
(10.726) (0.7853) (0.0017) (9.3055)

5% _ (o _ =~ .70 =
I.PrevgO = (00 tas,0p,; 0y + ta/zaeo)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsdo em média - E(y|x = c) - exemplo (continuagio):

e preco area area®?  quartos area-220 area*2-220%2 guartos-4

Regression Statistics 300 226 51076 4 =] 2676 0
Multiple R 0.80652046
R Square 0.650475252
Adjusted R Square 0.637992226
Standard Error 61.79968268
Observations 88
ANOVA

df 55 Ms F Significance F
Regression 3 597041.6428 199013.8809 52.1087768 4.01148E-19
Residual 84  320812.8654 3819.200779
Total 87  917854.5083
Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95%  Upper 95%

Intercept 330.2059972  10.72571732 30.78637888 1.60398E-47 308.8767321 351.5352624
area-220 -0.247693118 0.785299393 -0.315412339 0.753230872 -1.809347083 1.313960846
areat2-220"2 0.003653521 0.001728126 2.114151745 0.037467195 0.000216953 0.00709009
quartos-4 14.48683014  9.305514014 1.556800636 0.123277661 -4.018204989 32.99186526



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao pontual para um caso particular y|x = ¢
Modelo — Yy = ﬁo —+ ,lel —+ ﬁzXz + .-+ :kak + U

Problema: prever = y° = By + B1c1 + Sy + -+ + Brcy + u°

Previsor pontual = $° = By + B¢ + Brcy + -+ BrCi E(®) =0

Erro de Previsio = 69 =y — 90 =90 4+ 40 — 99 = 9% — 99 + O
LE(@%) =E(0°-0°+u%) =E(6°-0°)+E(W®) =0

.var(2%) =wvar(6°—0° +u°) = var(6°) + var(u®)
= var(6°) + o2

pois 8° é uma combinacio linear Bje u® é n3o correlacionado com os u; da amostra



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao por intervalos para um caso particular y|x = ¢
Modelo — Yy = ﬁo + ,lel + ﬁzXz + .-+ :kak + U

Problema: prever — yO = By + f1¢1 + BoCy + -+ BrCi + u?
Previsor pontual — )70 = ,@0 + ,[?161 + Bzcz + e Bkck
Erro de Previsdio - % = y9 — $0,E(2°%) =0, var(2°) = var(8°) + o2

. Hip. MRL 6, 8°~N (0, var(8°) + 2), entdo tem-se:

0 _ 0
Y Y 95% 50 A2 | 22,50 A2 4 A
\/ Nt(n—k—l) I.Prev@0 =1y —ta/z\/0§0+02;y +ta/2\/0'§0+0'2




Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao pontual para um caso particular y|x = c - exemplo

Modelo auxiliar estimado
reco = 330.206 — 0.4277 (area — 220) + 0.0037 (area®*—220%) + 14.487 (quartos — 4)

(10.726) (0.7853) (0.0017) (9.3055)

32 =3819.20,9° =330.206, 65 = 10.7257177, \/630 + 62 = 62.7235

Como é habitual, 6% é muito maior que & g o que tende a gerar

intervalos com amplitude excessiva — fraca utilidade

. Prevg>” = (330.206 — 1.96 * 62.7235; 330.206 + 1.96 * 62.7235)

I.Prevy>” = (205.473;454.939)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao pontual para um caso particular y|x = c - exemplo

Como referido anteriormente, a amplltude do intervalo de prewsao

vai depender de 3 factores: g -

1. A previsao para um caso n o ||
particular ou previsao em média

= P indiv

2. O nivel de confianca g -
3
3. Os valores das variaveis Y
explicativas. Quanto mais e
proximos das meédias amostrais, g4
menor a amplitude.
Grafico ilustra a situacao fazendo o T

variar drea com quartos=4 érea



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao: In(y) é a variavel dependente

As previsdes obtidas até agora dizem respeito a y. Quando y
resulta de uma transformacdo as previsdes em termos da variavel
original (aquelas que nos vao interessar) nem sempre sao diretas.

Das varias transformacdes possiveis, apenas se vai ver o caso em
que a variavel de interesse foi logaritmizada, ja que é a situacao
mais frequente.

A primeira ideia que surge € aplicar a transformacao inversa (isto
é a exponencial), ideia que funciona perfeitamente para os

intervalos de previsao (pontual e em média) mas ndo para a
previsao pontual.

Assim, se o intervalo de previsao para In y for dado por (a; b), o
intervalo de previsdo para y serd dado por (e?; e?).



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao: In(y) é a variavel dependente

Previsdo pontual: situacdo mais delicada pois E(Iny|x) # InE(y|x).
Prova-se que E(Iny|x) < InE(y|x).

Aplicando a transformacio inversa tem-se: e Z(Y1%) < oInE(y|x)
isto €, a uma sub-previsao

Como corrigir este enviesamento?

Se a hipotese de normalidade dos residuos nao levantar problemas, a
solucao optima consiste em utilizar:

9= EGTD) = e 2) + o)

Previsor enviesado mas consistente



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao: In(y) é a variavel dependente

Caso se procure uma solucao que nao dependa tanto da normalidade
dos residuos (grandes amostras) a solucao passa por estimar a

-2
_ a”
constante de proporcionalidade entre y e e("Y) em vez de e( 2 )

Assim:
1. Obter m; = e (1Y) para os n valores da amostra

2. Estimar o parametro «, da regressao simples sem termo independente
y; = aom; obtendo-se &,

3. As previsdes pontuais para y ou E (y|x) serdo dadas por y = c?oe(l"y)

Previsor enviesado mas consistente



Modelo de Regressao Linear Multipla

Previsao: In(y) é a variavel dependente - exemplo

Retomemos o exemplo anterior, considerando agora que se tinha definido como
variavel dependente o logaritmo do preco e nao o preco. Com base neste novo
modelo vai-se obter uma previsao pontual e um intervalo de precisao a 95% para
o valor esperado de um imdvel (preco de mercado, preco esperado) com 4
quartos e 220 m2 de area.

Modelo estimado: In preco = 1.2893 + 0.8101 In area + 0.0376 quartos

(0.0988) (0.0303)

Modelo auxiliar estimado (ver slide seguinte):
Inprego = 5.8090 + 0.8101 (Inarea — In 220) + 0.0376 (quartos — 1)

(0.0275) (0.0988) (0.0303)
Fazendo a conta (ou output) vem o IP para o VE de In preco: (5.7544; 5.8637)

Aplicando a exponencial a cada extremidade obtém-se (315.588; 352.016).



Modelo de Regressao Linear Multipla

Previsao: In(y) é a variavel dependente - exemplo

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R

R Square
Adjusted R Square
Standard Error

Observations

ANOVA

Regression
Residual

Tatal

Intercept
In{area)-In(220)

guartos-4

0.749479308
0.561719234
0.551406745
0.203324195

a&s
df
2
85
g7
Coefficients

5.809057324
0.810063655
0.037646372

55
4.503642728
3.513961901
£.017604629

Standard Error

0.027471396
0.098761107
0.030344583

MS
2251821364
0.041340728

t Stat
211.4583978
8.202253716
1.240629064

F
54. 46980398

P-value
1.8092E-117
2.2161E-12
0.21815627

Significance F

5.94946E-16

Lower 95%
5.754436829
0.613700116

-0.022686789

Upper 95%

5.863677818
1.006427194
0.097979533



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao: In(y) é a variavel dependente - exemplo

Para obter uma previsao pontual para preco

Solucao 1 — (baseada na normal)

5 0.20332%
preco = exp > exp(5.80906) = 340.266

Solugao 2 — (mais robusta) — ver slide seguinte
Obter m; = E}{p(ﬁ]-}:)
y = &, exp(Iny) = 1.0286 exp(Iny)
preco’ = 1.0286 exp(5.80906) = 342.842



Modelo de Regressao Linear Multipla
Previsao: In(y) é a variavel dependente - exemplo

Regresséio auxiliar: preco In{preco) Predicted exp(lny)
300 5.703782475 5.B30854073 340.56494945
SUMMARY OUTPUT
Regression Statistics

Multiple R 0.979692285

R Square 0.959796974

Adjusted R Square 0.948302721

Standard Error 62.6755834

Observations 88

ANOVA

df 55 MS F Significance F

Regression 1 B158994.73 B158994.73 2077.016192 5.22273E-62

Residual A7 1417559016 A92RIIATR4

Total 38 8500750.632

Coefficients  Standard Error t Stat P-wvalue Lower 95% Upper 95%

Intercept 0 HN/A HN/A HN/A HN/A HN/A

exp(iny) 1.028612766 0.022570021 45.57429311 1.67839E-62  0.983752405 1.073473128



Modelo de Regressao Linear Multipla

Complementos sobre a forma funcional

Este topico cobre o essencial das seccoes 6.1, 6.2 e 6.3 e também a
seccao 9.1, pontos que se podem mostrar interessantes em termos de
modelacao de determinado fendmeno. Destacam-se 5 pontos:

. Efeitos da alteracao de escala (huma ou mais variaveis) no MRLM

Uma segunda leitura das transformacoes logaritmicas

Introducao de termos quadraticos no MRLM

Introducao de termos de interaccao no MRLM

Teste RESET



Modelo de Regressao Linear Multipla
« Efeitos da alteracao de escala (numa ou mais variaveis) no MRLM
Modelo: y = B + [1x1 + [oxy + -+ + Brx +u
Modelo estimado: y = ,E’o + ﬁlxl + ﬁzxz + .-+ ,@kxk

Questio? O que acontece aos coeficientes do modelo quando se
alteram as unidades em que sao medidas uma ou mais

variaveis?

Exemplo: Regresse-se ao exemplo referente ao preco de um imodvel onde se

tinha
preco = —19.286 + 1.3836 area + 15.121 quartos

Qual o efeito nos resultados do modelo (coeficientes e demais estatisticas de
interesse) de se medir a area em pés-quadrados (em vez de m2) ou o0 preco em
dolares (em vez de milhares de ddélares)?



Modelo de Regressao Linear Multipla
» Efeitos da alteragcao de escala (hnuma ou mais variaveis) no MRLM

Alteracgdoemy — y* = cy
Modelo inicial: y = By + B1x1 + Boxy + -+ Brxp +u

NOVO mOde|0y* —_ Cy —_ C(ﬁo ~+ lel + ﬁzxz + -+ ,kak + u)
= cfy + cf1x1 + cfrxy + -+ cfrXx; + Cu
= Bo + Bix1 + Baxy + o+ Brxg + U
Repare-se que E(cu) = cE(u) = 0 (MRL 3 mantém-se)
var(cu) = c?var(u) = c?0? (esséncia MRL 4 mantém-se)

Ir-se-4 obter B} = cBjedl] = cl; — Gy = c6g,,SST" = c“SST, SSR* = ¢SSR,
J

mantendo-se inalterados o coef. Correlacao quer os coeficientes de determinacao.



Modelo de Regressao Linear Multipla
» Efeitos da alteragao de escala (hnuma ou mais variaveis) no MRLM

Exemplo: Regressem ao modelo explicacao precos dos imoveis,
multipliguem-nos por 1000 e voltem a estimar o modelo.

Suponham agora que y* = y — c. O que aconteceria?

Regressdo original (preco em 103dodlares, area em m?)
preco = —19.2855 + 1.3836 area + 15.1213 quartos R? = 0.6319

ANOVA Coefficients

df gG Intercept -19.28550028
Regression 2  579971.1994  area(ml) 1.38360615
Residual 85 337883.3088  quartos 15.12133684

Total a7 917854.5083



Modelo de Regressao Linear Multipla
« Efeitos da alteracao de escala (numa ou mais variaveis) no MRLM

Alteracio 1 (preco em dolares, area em m?)

preco = —19285.5 + 1383.6 area + 15121.3 quartos R2 = (.6319

ANOVA

df 55 Coefficients
Regression 2 5 79971E+11 Intercept -19285.50028
Residual 85 3.37883E+11 area 1383.60615

Total 87 g.17855E+11 gquartos 15121.33684




Modelo de Regressao Linear Multipla
« Efeitos da alteracao de escala (numa ou mais variaveis) no MRLM

Alteracio 2 (preco em 102délares decontando 100 (mil
dolares), area em m?)

e —

preco = —119.2855 + 1.3836 area + 15.1213 quartos R? = 0.6319

ANOVA

df 55 Coefficients 5
Regression 2 579971.1994  |ntercept -119.2855003
Residual 85 337883.3088  area 1.38360615

Total 87 9178545083  quartos 15.12133684




Modelo de Regressao Linear Multipla
» Efeitos da alteragcao de escala (hnuma ou mais variaveis) no MRLM

Alteragdo em x; — x;°

Modelo inicial: y = B, + 51961 + Boxy, + -+ Brx +u

= cx; e fagamos sem perda de generalidade j=1

Novo modelo:y = B, + ,81

,31
= fo + _X1 + Boxy + -+ Brxy +u

= Po + P1x1" + Porxy; + o+ Prxx +u

+ - +,kak+u

O'
Bi=H8; 5 = F1

Ter-se-a apenas 2 alteracoes: . 0p, = -

racio t nao se altera— nao se altera a significancia estatistica do
regressor



Modelo de Regressao Linear Multipla
« Efeitos da alteracao de escala (numa ou mais variaveis) no MRLM

Exemplo: Sabendo que m? = 10.764pés? multiplique x; por este valor
e comprove que apenas [, € 631 se alteram

SsUMBMARY OUTPUT Preco em milhares de dolares
Area em pés quadrados

He-gr.essfr:-n Stotistics

Multiple R 0. 794906945
R Square O.63187 705
Adjusted R Sqgquare 0O.623215334
Standard Error 6304827628
Dbhservations =25
A O S
o f 55 NAS F

Regression 2 S579971.1994 289985.5997F 7295055817
Residual a5 IZATEEI.ZO0EE 2O7S.097751
Total 7 17854 5083

Coefficients Standard Error rStat P-value
INnterce pt -19. 28550028 31. 0475285 -0.621160562 0.536156232
area(paen~2) 0. 12854401498 O.013&F3718E 9289470184 1.40049E-14

gquartos 15.121 33684 9488597692 1.593632413 0.11473I03E83




Modelo de Regressao Linear Multipla
. Complementos sobre o uso de logaritmos

No capitulo 3 interpretaram-se os parametros do modelo (embora de forma
aproximada) no quadro dos modelos log-log e log-lin. Para recordar a situacao,
considere-se o modelo

lfy = Bﬂ + )él Inx; + szz
3, — uma variacio de 1% em x; origina, tudo o resto constante, uma variacio
percentual aproximada de ¥ dada por 3,
%A x; =1—-> WAy = (1%
3, —uma variagdo unitaria de x, origina, tudo o resto constante, uma variagdo
percentual aproximada de y dada por 100 /3,
Ax,=1 - %Ay = 100 5,%
Em qualquer dos casos a aproximacgao € valida para pequenas variagoes de Yy,
nomeadamente para valores pequenos de ﬁf.

Quando Ax, sdo grandes os %Ay exactos # s dos aproximados



Modelo de Regressao Linear Multipla
. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da semi-elasticidade constante Bz

Modelo inicial: iny = B, + f,lnx; + %,

Modelo pés-incremento: Iny* = S, + B1Inx; + B, (x, + Ax,)

como Iny” — fy = In (%) = tn (Z2) = 1n (1 + %)

e ——

entio Iny* — Iny = $,Ax, & In (1 + g) B,Ax,

1+ Ay _ e.Bzsz @Aiy
y y

isto &, %Ay = 100 (eﬁZAxZ—l) pelo que Ax,= 1 - %Ay = 100 (eﬁZAxZ—l)

—_ eﬁzAXz _1’



Modelo de Regressao Linear Multipla

. Complementos sobre o uso de logaritmos
Caso da semi-elasticidade constante f3,- exemplo

Modelo inicial: In(preco) = 1.289 — 0.810In(area) + 0.038quartos
Pelo que, Ax,=1 — %Ay = 100 * 0.038 = 3.8% (variacao aproximada)

A variacdo exacta sera: Ax,= 1 = %Ay = 100 (eBZAxZ—l) = 3.873%

Pelo que, Ax,=5 —= %Ay = 100 * 5 x 0.038 = 19% (variacao aproximada)
A variacao exacta sera: Ax,= 5 - %Ay = 100 (eBZAxZ—l) = 20.925%

A diferenca entre o valor aproximado e o valor exacto podera nao ser

muito significativa se 5, e e Ax, tiverem valores pequenos mas sera
significativa no caso contrario



Modelo de Regressao Linear Multipla
. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da elasticidade constante f34
Modelo inicial: Iny = B, + B;Inx; + B,x,
Modelo pds-incremento: Iny* = B, + B,In(x; + Axy) + Box,

como Iny* — Iny = ln( ) Biln (x1+Ax1) pln (1 + Axl) In (1 + ﬂ) 1

X1

Logo, 1 +A— = (1 +Axll)ﬁl<:>AyTy = (1 +%)ﬁl -1

o B
isto &, %A = 100 [(1 2

X1

- 1] = %Ax, = 1 - %Ay = 100 [(1 +0.01)P1 — 1]



Modelo de Regressao Linear Multipla

. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da elasticidade constante f3{- exemplo

Modelo inicial: In(preco) = 1.289 — 0.810In(area) + 0.038quartos
Pelo que, %Ax;=1 - %Ay = 0.810% (variacao aproximada)

A variacdo exacta serd: %Ax;= 1 - %A = 100[(1 + 0.01)9810 — 1]
= 0.809%

Pelo que, %Ax;=5 - %Ay = 0.810 * 5 = 4.05% (variacao aproximada)

A variacdo exacta serd: %Ax;= 1 - %AP = 100[(1 + 0.05)°810 — 1]
= 4.03%



Modelo de Regressao Linear Multipla

. Complementos sobre o uso de logaritmos

Qualidade da aproximagdo: Depende de f3; e de Ax ou %Ax

¥ Elasticidade Constante Elasticidade Constante
Ax=1 OoAx=1
B %Ay apox %Ay B %Ay apox %Ay
100 x f B

-0.05 -5 -4 877 -0.05 -0.05 -0.050
0.05 5 5.127 0.05 0.05 0.050
0.1 10 10.517 0.1 0.1 0.100
0.3 30 34986 0.3 0.3 0.299
0.5 50 64.872 0.5 0.5 0.499
a7 FO 101.275 0.7 0.7 0.699
1 100 171.828 1 1 1.000

A aproximacgao € bem mais robusta no modelo log-log



Modelo de Regressao Linear Multipla
. Logaritmizar ou nao as variaveis

Algumas regras praticas:

Logaritmizar variaveis expressas em unidades monetarias como salarios,
precos, vendas, ....

Logaritmizar contagens (valores inteiros elevados) como populacoes, n? de
empregados (grandes empresas) , n? de estudantes numa universidade, ....

Nao logaritmizar variaveis medidas em unidades de tempo (anos,
semanas,...) como educacao, experiéncia profissional, idade,....

Situacao menos clara para variaveis medidas em % ou para proporcoes
como taxa de desemprego, % de sucesso num exame, .... (para estas variaveis

e importante sublinhar a diferenca entre variacao percentual e pontos
percentuais).

. Logaritmizar y pode reduzir uma possivel assimetria ou o peso de alguns outliers



Modelo de Regressao Linear Multipla

. Termos quadraticos:

Ideia — “suavizar” o impacto marginal da variavel x; na variavel y pela
introducao de um termo quadratico

Exemplo: Tendo-se observado uma amostra de 50 observag¢des do
par (y;, x;) , obteve-se o diagrama de dispersao que se segue

Em vermelho tragou-se o MRL
ajustado: ¥ = 12.688 + 0.0733 x
enquanto a verde se tragcou o modelo
com termo quadratico em x,

$ =9.833 + 0.3157 x — 0.0048 x*

A ideia por tras do termo quadratico é
flexibilizar o modelo e assim melhorar
O ajustamento.




Modelo de Regressao Linear Multipla

. Termos quadraticos:

MRLM: Yy = ﬁo + ,lel + ﬁlez + +33X3 + -+ ,kak + U

Modelo estimado: j = Bo + lel + ,BAlez n

Impacto de x;em Y serd dado por: — =

Isto €, deixa de ser

constante e pode mesmo
trocar de sinal

- B3xs + o+ Brxg

D)/; e N\

o, p1+26,%4
| p<0 | B0
PP 4 4
= >0 , < —h L > it
0y 2[5, 23,
ﬁ =) _ _ﬁl _ﬁl

- 25, 23,
ay .y —f
a_ < 0 X1 = i 1 < ﬂ

X1 25, 23,



Modelo de Regressao Linear Multipla
. Termos quadraticos — exemplo:

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0.631388521
R Square 0.398651465
Adjusted R Square 0.3592869268
Standard Error 2877600715
Observations 526
ANOVA
df 55 MS F Significance F
Regression 5 2854 500655 570.901931 &2.94462019 2.01595E-55
Residual 520 4305.904656 8.2B0585876
Total 525 7160.41431 3
2.5

Coefficients  Standard Error t 5tat P-value Lower 95% Upper 95% 3
Intercept =2.120092201 0712046238 -2977464224 0.003041951  -3.518933027 -0.721251375
educ.years 0.53009073 0.048588114 1090988476  4.27791E-25 0.434637605 0.625543854 L3
tenure.years 0.133669401 0.020632481 6478590626  2.14967E-10 0.093136138 0.174202663 1
female =-1.790225875 0.257691666 -6.94716249 1.11859E-11 -2.296470559 -1.283981192 0.5
BXpEr.years 0.204841793 0.034457507 5.044740778 5.0807E-09 0.137148586 0.272535001 0
Bxperh2 -0.004126562 0.000748917 -55100309898 5.65241E-08 -ﬂ.ﬂﬂSS%?Ea? -0.002655287

10

20

30

40

50



Modelo de Regressao Linear Multipla
. Termos quadraticos — exemplo:

Usando dados do ficheiro WAGE1, estimou-se:

wage =— 2.120 + 0.530 educ + ﬂ.léi} tenure — 1.?"3'-3 fema!.;+ {j.Z{JS exper — 0.004 exper?
(0.049) (0.021) (0.258) (0.034) (0.001)

Do quadro anterior retira-se que o impacto de exper no salario sera

020> _ 7482,
2x0.004

positivo enquanto exper <

A experiéncia profissional cresce até aos 24.82 anos experiéncia e
decresce a partir dai.

Vale a pena considerar aqui o possivel efeito da variavel idade (omitida
no modelo). A sua omissao conjugada com a correlagao com exper
pode levantar problemas de endogeneidade.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Interaccao entre variaveis explicativas

A introducao de um termo de interagao € feita quando o efeito parcial de
uma variavel explicativa depende de outra variavel explicativa. Supondo,
sem perda de generalidade que se assume que o efeito parcial de x;
depende de x5,

Y = Po+ P1x1 + B2 X + B3 x1x3 + By x4 + o+ LrXy
isto é constroi-se uma variavel x; em que cada observacao € o produto
das observacoes de x; e de x, ouseja Xj3 = Xj1 X Xjp, L = 1,2,...,n. A
estimacao e a inferéncia sao feitas nos termos habituais.

by

Impacto de X{em y sera dado por: = f1+03%,
1

O impacto parcial de x;em y depende de x, (e inversamente)



Modelo de Regressao Linear Multipla

Interaccao entre variaveis explicativas — exemplo:

SUMMARY OUTPUT

Regression Statistics

Multiple R
R Square

Adjusted R Square

Standard Error

Observations

AMONWA

Regression
Residual

Total

Intercept
educ.years
tenure.years
female
EXQEr Years
experh?

educ*tenure

0.642556997
0412879494
0406091974
2846092569

52&
df
&
519
525
Coefficients

-0.451983047
0. 406363274
-0.104344931
-1.832956317
0186334006
=0.003727954
0.019806316

55
Z2956.388241
420402607
T7160.41431

Standard Error

0.84688127
0.059384744

0.07014746
0.255154726
0.034477558
0.0 749196
05584847

M5
492 7313735
B.100242909

t Stat
-0.533 702967
B. 84289003
-1.48750832
-7 183705154
5404501249
-4. 975940865
3.546438498

F
60.82920957

P-wvalue

0.59377555
2.19453F-11
0.1374878RO
2 36962E-12
9.922336E-08
B.BASB4E-O7
0000425829

Significance F

5.66707E-57

Lower 95%

-2.115719691
0.2809699252
0242152796
-2.334219342

0.11860128
0005199783
0.008834631

Upper 95%
1.211753598
0.523027296
0.0334620935

-1.331693292
0.254066732

0002256125
0.0307728001



Modelo de Regressao Linear Multipla
Interac¢ao entre variaveis explicativas

wage =— 0.452 + 0.406 educ — 0.104 tenure — 1.833 female + 0.186 exper
—0.004 exper? + 0.020 (educ X tenure)

Repare-se que:
Na alteracao dos coeficientes, nomeadamente de educ e tenure. Este ultimo mudou

ate de sentido e deixou de ser estatisticamente significante.

A interacao e estatisticamente significante, tal como educ mas tenure deixou de o
ser. Reforca a ideia que o impacto de tenure é feito em termos de educ, ndo existindo

um impacto autonomo significativo (isto é independente de educ) . Ja educ tem um
impacto autonomo muito forte, com seria alias de esperar.

Neste como em todas as regressoes baseadas neste conjunto de dados a
discriminacao de género € muito marcada!



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste a forma funcional — RESET

Modelo: Yy = :BO + ,lel + -+ ,kak + U

Objetivo: O teste RESET procura detetar uma ma especificagao da
forma funcional, nomeadamente a omissao de uma variavel
relevante que esteja correlacionada com as variaveis explicativas
incluidas no modelo ou uma nao transformacao da variavel
dependente.

Intuicdao: Se o modelo estiver bem especificado entao nenhuma
funcao das variaveis explicativas acrescenta algo ao modelo.
Assim vamos compara o modelo estimado com um modelo
auxiliar onde se acrescente as varidveis explicativas y2, $°.



Modelo de Regressao Linear Multipla

Teste a forma funcional — RESET
Procedimento:

1. Estimar o modelo: y = By + f1x1 + - + By X;, + u e guardar os ¥;

2. Definir o modelo auxiliar:
V= Bo+ Bix1 + -+ Brxp + V1 IE + .97 + ¢

3. Testar: Hy:y1 =y, =0 contra Hy:yy #0ouy, #0

Utilizar o teste F para a nulidade de um subconjunto de parametros
(regressores). O teste F pode ser feito com base na variacao residual
(SSR) ou no R? uma vez que a varidvel dependente é a mesma nas
duas regressdes. Também se pode utilizer o teste LM.

Nota: A rejeicao de H, requer que se procure uma forma functional
alternativa



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste a forma funcional — RESET

Comentarios:

Porqué as poténcias 2 e 3 para y na regressao auxiliar?
Simplicidade e as nao linearidades sao geralmente bem
apanhadas;

Como se da o beneficio da duvida a Hy a nao rejeicao de H,
nao garante que o nosso modelo é o mais adequado. Apenas

nos diz que nao é rejeitado. Para quase todos os fendmenos é
habitual encontrar varios modelos que passam o teste RESET!

Ao inves, se rejeitarmos H, o modelo tem de ser reformulado



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste a forma funcional — RESET

Exemplo: testar a forma funcional de
preco = [Ly+fiarea + [rquartos +u

regress preco Juartos area

Source | ss df MS Mumber of obs = 88
————————————— e e e e F{ 2, B5) = T2.95
Model | S5T2971.198 2 289985.599 Frob > F = 0.0000
Residual | 337883.308 BS 3975.09774 F—sguared = 0.6319
————————————— F—————————— e ——— Ad] R-sguared = 0.6232
Total | 917854.506 B7 10550.0518 Foot MSE = 63 .048

preco | Coef. Std. Err. t- P>t [95% Conf. Interwvall
_____________ o e e e e e e e e e e e e e e e e P e et e e o et e e e e e e e e o e o e e e o e et e e e e e e e
quartos | 15.12134 9.488598 1.59 0.115 -3.744538 33.98721

area | 1.3836086 .1489435 9.29 O . 000 1.087487 1.679746

_cons | -19.2B55 31.04753 -0.62 0.536 -81.0163 42,4453

predict precohat
(option =b assumsed; fitted walues)

genaerate precohatZ2=precohat™

genaerate precochatisprecohat™3



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste a forma funcional — RESET

Exemplo (continuacao):

regress preco Jguartos area precohat?2 precohat3

Source | et df ME Mumber of aobs = HE
————————————— e e e e e et et et e e et et et e EF{ 4, g83) = 41 .17
Model | ©l0z249.039 4 1532562.26 Frob > F = 0.0000
Eesidual | Z076e05.467 B3 3706 .0B996 E—-sgquared = 0.e66d49
————————————— F+—————————— e ——— A2dg R-squared = 0.&6487
Total | 917854 .506 g7 10550.0518 FEoot MSE = el .B78
preco | Coef Etd. Err. t B>t [95% Conf. Intervall
_____________ A e e e e e e e e e e e e o e e o e e e
quartas | -28.37%04 38.71%04 -1.51 0.135 -135.3887 18.83158
arsa | -2.68B085> J.613211 -1.57 0.120 =-12.86743 1.505637
praecohat? | .0133394 L.007e821 1.74 0.0B& —.0019359%9 .0286187
precochat3 | - . 0000109 T7.20=-086 -1.52 0.133 —-.0000252 3.40e-08&
_cons | e7o.047& 3Z2B.2222 2.086 0.043 2222683 1327 .868

Hy:v1 = v¥> = 0 — FF correcta

(0.6649 — 0.631 =) /2
Fops = = 4.08

(1 —0.6649)/(88 —5)
A 5% de significancia, F(2,83) = 3.15
Rejeita-se H,: a FF ndo é valida



Modelo de Regressao Linear Multipla
Teste a forma funcional — RESET

Exemplo (continuacao): procura de outra FF — adiciona-se o
quadrado de area

generate arealZ=area™2
regress preco guartos area arealz

Source | =5 df M= Mumber of aobs = 28
————————————— e e e e e F{ 3, B4) = 52.11
Mode1l | 597041 .642 3 199%013.881 Frob > F = 0.0000
Eesidual | 320812.8Ba4 B4 3B19.20076 R-squared = 0.6e505
————————————— e e e e e e e e e Adq] R-sgquared = 0.&380
Taotal | 917854.508 B7 10550.0518 Foot MSE = 61.8

preco | Co=f . ZEtd. Err. t P>t [95% Conf. Intervall
_____________ e e e e e e e e e o e e o e e e e o e o e o e o e o . e e
quartos | 14 48683 2.305514 1.56 0.123 -4.018205 32.99187

area | -.2476531 . 78529594 -0.32 0.753 -1.809347 1.313961

areaZ | 00326535 L0017281 2.11 0.037 Laooz217 LO0070901

_cons | l149.9207 B5.62566 1.75 0.084 =20.35527 320.1968

. predict precohath

(option xb assumed; fitted walues)
generate precohatbhZ=precohatiA™?2
generate precohatii=sprecohataA™3



Modelo de Regressao Linear Multipla

Teste a forma funcional — RESET
Exemplo (continuag¢ao):

. regress preco guartos area areald precchatAZ preccochatAl3

Source | 5= df M= Number of obs = 8B
————————————— tm———_————————— e ———— F( Dy BZ) = 33.15
Model | 614077 .42 5 122815.484 Prob > F = 0.0000
FEesidual | 303777.086 B2 3704 .35%E861l F-sguared = 0.e690
————————————— tm———————— e —— Adq R-sguared = 0.648%9
Total | 917854.5086 87 10550.0518 Root MSE = 60 .865

preco | Coef . 5td. Err. T B>t [895% Conf. Intervall]
_____________ o
quartos | —138.0947 T7T.28B978 -1.79 0.078 -291.8487 15.65929

area | 6.140895 4.,174245 1.47° 0.145 -2.163011 14.44481

areaz | -.045330% L0264509 -1.71 0.0%0 -.09789502 LO072884
precohatsZ | LO0277233 L.0134551 2.05 0.043 L0082 L.0545695
precohatail | -.0000214 LO0000101 -2.12 0.037 -.0000415 -1.33e-06
_cons | -325.74886 404 .1627 -1.31 0.1%94 -1333.737 274 .2597

Hy:v1 = yv> = 0 — FF correcta
(0.6690 — 0.6505) /2

F - =
obs ™ (1 — 0.6690) /(88 — 6)
A 5% de significancia, F(2,82) = 3.15
N3do se rejeita Hy: a FF que inclui o quadrado de area nao é rejeitada (passa o RESET)

2.30




Modelo de Regressao Linear Multipla

Teste a forma funcional — RESET

Recorda-se que para um mesmo problema existem geralmente
varios modelos que passam o teste RESET.

Voltando ao exemplo e considerando agora o dataset completo (ver ficheiro
“hpricel com nomes.xlsx”) onde apenas se transformou a unidade de medida
das areas de pés-quadrados para m2, pode verificar-se que o modelo

Inpreco = 0.766 + 0.168 In arealote + 0.700 In areacasa + 0.037 quartos

(0.0383) (0.0929) (0.0275)

Também passa o teste RESET
(0.66399 — 0.64300)/2
= = 2.565

F .= —
°bs ™ (1 - 0.66399)/(88 — 6)
A 5% de significancia, F(2,82) =~ 3.15 ou p — value = 0.083

Em suma: O teste RESET serve essencialmente para rejeitar formalizacoes
iIncorretas e nao tanto para escolher a formalizacao adequada



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade O que é?

Violacdo da hipétese MRL 5 — Homocedasticidade — var (u|x) = o2,
isto é a variancia da variavel residual u deixa de ser constante.
A variancia pode:
. modelar-se como funcao (total ou parcialmente conhecida) das
varidveis explicativas (var(u|x) = ¢%h(x))

. depender de variaveis que nao estao no modelo, i.€, as variaveis

que explicam a variancia podem nao ser as mesmasque explicam o
valor esperado

. Pode ter padrao desconhecido



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade O que é?

Violacdo da hipétese MRL 5 — Homocedasticidade — var (u|x) = o2,

isto @ a variancia da variavel residual u deixa de ser constante.
st 2.8 |

Ihe simple regression mode! under homoskedasticiry m
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Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade Porque acontece?
. Ma especificacao do modelo, nomeadamente:
. auséncia de algumas variaveis relevantes

. Nao transformacao de variaveis (logaritmizacao)

. Natureza do problema

E natural que um modelo onde a poupanca de um agregado familiar
é explicada pelo rendimento disponivel do agregado sofra de
heterocedasticidade por nao ter em conta uma diferente dimensao
do agregado familiar ou o numero de elementos com menos de 22
anos e que a heterocedasticidade seja de alguma forma
proporcional ao rendimento disponivel. Maior rendimento
disponivel estara associado a maior variabilidade na poupanca.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade Que consequéncias?
Ao cair a hipétese MRL 5, o estimador MMQ(OLS) (5)

. continua a ser centrado e consistente (MRL 1 a MRL 4)
. deixa de ser o mais eficiente

. A estimacao da variancia do estimador, tal como vimos, deixa de

ser valida
. As estatisticas t e F deixam de ter distribuicao de t-Student e f-

Snédecor, respectivamente
. Mantém-se validas as estatisticas R e R?
Nota: assume-se que se mantém as restantes hipoteses do MRL,

nomeadamente, MRL 6 e MRL 2— auséncia correlagao entre os u; —
matriz das variancias/covariancias dos u;é diagonal



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade Que solugoes?

A solucao esta dependente do conhecimento que se tenha (ou nao) da
razao pela qual ela existe. /skedastic function

1. Se se pode assumir que var(u|x) = a?h(x), com h(x)*i
conhecida, substitui-se MRL 5 por uma hipoétese mais fraca MRL5’

Os resultados irao depender da validade desta nova hipotese.
Homocedasticidade corresponde a assumir h(x) = 1

Assim, tem-se 2 alternativas:
. 1. Estimag3o robusta — assumir var (u;|x) = o/

. 2. Estimacao por GLS (skedastic function conhecida)
assumir var (u;|x) = o?h(x)



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: estimacao robusta

= (XTX) 1XTY continuam a ser centrados e consistentes

E necessdrio apenas corrigir a respectiva variancia de modo a que o teste t
seja valido

Como estimar a var(,@)?

Sabe-se que:
var(u;|X) = of
cov(u;,u,-|X) = 0, parai # r (a hipétese MRL 2
continua valida)

var(B) = (XTX) 1 XTvar (U|X)X(XTX)™?



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: estimacao robusta

Enquanto com MLR 5 se utilizava var(U|X) = oI, tem-se agora
de assumir var(U|X) = X, sendo X = diag(c{, 0%, ..., 07).

var(f) = (XTX)"1(XTZX)(XTX)™?
Como estimar X de forma robusta ?
Estimador de White:
intuicio: var (u;|X) = E(u2|X) — (Ew;|1X))” = E(u2|X) MLR4

67 = 1 e portanto X = diag(6%,d5, ...,62)



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: estimacao robusta
A matriz (XTZX) vem assim

A2
1 1 1 R 0 I x4
o X X e Xt —¥ w0 1 x
(XTZ.‘X) — |*1 21 ni| 0 a5 5 21
X1k X2k Xnkl 10 0O 62 1 xm
o~ o~ -"\2
6f 63 . 0p 1 x4 X1k
2 2 A2
_|06ix11 0324 OnXn1 | o 1 x9q X2k
A2 A2 A2 X
01 X1k 02 X2k OnXnk 1 xny nk
267 X6 xih 2. G Xig
A2 A2 2 2
_| X6 xi1 2X6{xj 2 G Xig X




Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: estimacao robusta

O estimador para a matriz das variancias covariancias de 3, sera:
var(f) = XTX)"H(XTZX)(XTXx)1
Que se demonstra ser um estimador consistente

[Wooldrige] Uma forma alternativa, mais facil, de obter os elementos da
diagonal principal desta matriz consiste em calcular:
n ~2 n2
T
var(ﬁj) — }2\ - residuos da regressao de x; nas
SR; 'L
z /S restantes variaveis explicativas
l=1




Modelo de Regressao Linear Multipla

Heteroscedaticidade: estimacao robusta de var(ﬁ)

Exemplo: Considere-se o exemplo habitual dos imdveis (na sua versdo mais

simples) em que o modelo estimado era
preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121 quartos

e calcule-se os erros-padrao de forma robusta.

Solucao 1:
Com base nesta regressao obtiveram-se os ii; e contruiu-se X = diag(ﬁiz).

Recorrendo ao software R obteve-se:
" 1666.8 —5.9835 179.80 1

var(f) = (XTX)"1(XTZX)(X"X)"1 = |-59835 0.04307 —0.4474
—179.80 —0.4474 77.6484

Isto. E, os erros padr3o robustos para ,[?1 e ,[?2 sao respectivamente: 0.2075
e 8.8118



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heteroscedaticidade: estimacao robusta de var(ﬁ)
Solucao 2:
Com base na regressao original obtiveram-se os U;

Como se tem 2 parametros sao necessarias 2 regressoes auxiliares:

_._--_—-_._

area = —19.286 + 15.121 quartos — obter 7j; e calcular

var(fy) = Lia®a @ _ 004307 Nota:SSR?= (B, 72 ‘

SSR%

guartos = —19.286 + 1.384 area — obter 7, e calcular

]"'lz '.'J,

var(B,) = 2= St = 77,6484

Recorre-se normalmente a software para calcular os erros padrao
robustos a heteroscedaticidade.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heteroscedaticidade: estimacao robusta de var(ﬁ)

Estes estimadores sao conhecidos como White, Huber ou Eicker (ou
combinacdes de 2 ou 3 destes nomes)

Aparecem geralmente na forma “corrigida” que consiste em multiplicar as
variancias referidas anteriormente por para melhorar a compatibilidade
com o caso homocedastico.

n-k-1

Como é evidente o fator
(ja que

— nao altera a validade assintotica do estimador,
— 1 quandon — o)

n—k-—

Corrigidos os erros-padrao a inferéncia e feita nos termos habituais.



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heteroscedaticidade: estimacao robusta de var(ﬁ)

Dependent Variable: PRECO
Method: Least Squares
Date: 04/27/20 Time: 17:33
Sample: 1 88

Included observations: B8
Huber-White-Hinkley {HC1) heteroskedasticity consistent standard errors

and covarlance

Variable Coefficient std. Error
C -19.28550 41.54017
AREA M2 1.383606 0.211163
QUARTOS 15.12134 8.965990
R-squared 0.631877 Mean dependent var
Adjusted R-squared 0.623215 5.D. dependent var
S.E. of regression 63.04838 Akaike info criterion

Sum squared resid

3378833

Schwarz criterion

t-Statistic

-0.464261

B6.552317
1.686522

Output EVIEWS

Prohb.

0.6436
0.0000
0.0954

293.5460
102.7134
11.15918
11.24363

Observagao: Como é
evidente os erros-padrao
robustos sao iguais aqueles
que se obtiveram no slide 9
depois de multiplicados pelo
fator (88/85).



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: estimacao robusta

Para o teste F a situacao é mais complicada e requer software adequado
(embora com heterocedasticidade moderada se possa continuar a utilizar o
teste). Pode no entanto utilizar-se oteste LM (multiplicadores de Lagrange)
adaptado para testar a nulidade de varios coeficientes. Neste caso convem
que a amostra tenha dimensao adequada dado que o teste € assintotico.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: estimacao WLS e GLS

Quando se substitui MRL 5 por var(u|x) = c?h(x) existem duas
alternativas:

1. h(x) é uma fungao conhecida sem parametros desconhecidos
2. h(x) é uma fungao conhecida com parametros desconhecidos

O caso 1 onde se assume que a heterocedasticidade € conhecida a
menos de uma constante (estimacao WLS) tem naturalmente uma
solugcao mais simples do que o caso 2 (estimagao GLS).

Os slides apenas abordam o caso 1, sendo que o caso 2 pode ser visto
no Wooldridge (sub-seccao Feasible GLS no quadro da seccao Weighted
Least Squares Estimation)



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: estimacao WLS

var(u|x) = 6?h(x) sendo h(x) wuma funcdo conhecida sem
parametros desconhecidos

O método WLS produz estimadores centrados, consistentes e eficientes
(independentemente da dimensao da amostra) cuja validade est3
obviamente ligada a hipdtese que se assumiu.
A ideia base é partir do modelo de interesse

y = By + Pixy + -+ Prxp +u com var(u|x) = 2 h(x)
e obter um modelo transformado que verifique MRL 5.

Ao dividir os 2 lados da igualdade por ,/h(x) teremos no termo de erro

u* = J%E portanto var(u*|x) = uar( hu(x) |x) = m:g'x) = o2,



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: estimacao WLS

Modelo de interesse (escrito em termos da amostra)
= Po + P1Xi1 + -+ + Prxijr +u; com var(u;|x;) = ﬂ'zhi e h; = h(x;)

Modelo transformado:
Vi +B
1
Jhi J_ J_ \/_ J_

= foXio + LB1x;y + +Paxpp + o+ Brxg +u;

Uj

Jh:

Vi 1 — X £
com y; = T Xig = \/_" \/_U—l,Z,...,k),ul =

Notas: - O modelo transformado nao tem termo constante
- Interpretagdo dos [ (s) é feita em funcdo do modelo original



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: estimacao WLS
Modelo de interesse: y; = [ + [1Xj1 + -+ PrXijr + U;
Modelo transformado: y; = Pox;o + P1xi1 + +02X;5 + -+ Bixjp + u;

Observacoes:

A inferéncia estatistica (R?, R?, testes t, teste F, ...) é feita com base no
modelo transformado.

A interpretacao dos f’s é feita em funcao do modelo original.

O estimador GLS (Generalized Least Squares) para esta situagao é
conhecido como WLS (Weighted Least Squares) uma vez que minimiza
a soma dos quadrados dos residuos ponderada em que cada termo é

ponderado por —

ZME Z(y‘ M)z_z( i :) Z(yl yi)?




Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: estimacao WLS

Retome-se o0 exemplo habitual do preco de um imovel como fun¢ao da area
e do numero de quartos.

A estimacao do modelo feita anteriormente originava

preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121 quartos
(0.149) (9.489)
[0.211] [8.966]

Modelo transformado assumindo var(u|x) = o%area
pPreco; 1 area; quartos;

= Bo + b1 + B> + u;

Jarea; Jarea; Jarea; Jarea;

Estimacao OLS (ver slides seguintes)

PTECO ) _ 78960 ——— + 1.3080 2% 4 114685 WA LOS:
Jarea; | Jarea; Jarea; ' Jarea;
(0.1555) (8.9630)

W




Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: estimacao WLS

SUMMARY QUTPUT

Regression Statistics

Multiple R 0.979954982
R Square 0.960311767
Adjusted R Square  0.947613221
Standard Error 4.442557176 Preco area quartos preco®  x* 0 area® quartos*
300 226 - 19.956 0.067 15.033 0.266
Observations 88
370 193 3 26.633 0.072 13.892 0.216
ANOVA
df 55 MS F Significance F
Regression 3 40591.53428 13530.51143 685.564247 6.25012E-59
Residual 85 1677.586712 19.73631426
Total 88  42269.12099
Coefficients Standard Error t Stat P-value Lower 95%  Upper 95%
Intercept 0 HN/A HN/A #N/A #N/A #N/A
x* 0 7.895976487  30.70298548 0.257172922 0.79766681 -53.1497842 68.94173718
area* 1.307992309  0.155539391 8.409395838 8.46173E-13 0.998738329 1.617246289

quartos® 11.46850858  8.963038244 1.279533599 0.204190848

-6.352412713 29.28942988

EXCEL

Irput
Inpul ¥ Range: SESISFSac
Ingut X Range $F31.5H509
W Labiels Constant is Zero
[ corgdencetevst o= %

OUtpLE oprIons
(@) Qutout Range: 551

(O New Worksheet Ply
) tew Workbook
Resicuan

>

¥

Cancel

Eelp



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: testes para deteccao

Trés testes, todos baseados em regressdes auxiliares com variavel
dependente 7i%, onde a significancia global dos parametros ¢ testada
atraves de um teste F / LM.

Modelo base:
y = po+ p1X1 + -+ Prxp tu

H,: Homocedasticidade — var(u|x) = a2 (usar OLS)
H,: Heterocedasticidade (usar GLS ou OLS com erros-padrao
robustos)

Tal como os testes estdo formulados, so se rejeita a homocedasticidade
quando os dados aponta claramente para a heterocedasticidade.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao

1. Procedimento comum: estimar o modelo base por OLS e obter 14

2. Estimar a regressao auxiliar (depende do teste escolhido)
. Breusch-Pagan: 1% = yy + y1x; + -+ VX + €

Assume que heterocedasticidade é funcao das variaveis
explicativas.
Nota: pode restringir-se a um subconjunto destas se se pensar

gue a heterocedasticidade esta relacionada apenas com este
subconjunto.



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao

2. Estimar a regressao auxiliar (depende do teste escolhido)

. White : Incluir todas as variaveis mais os seus quadrados e produtos
cruzados — Exemplo para k = 2

U2 =7yo +y1X1 +V2Xp +V3X] +VaXs +Ysx1X, + e
. White simplificado: 11° =y, + 19 + ¥, 9% + e

em qualquer das alternativas, obter R 52

Em termos de filosofia, o teste BP procura um padrao para a heterocedasticidade
enquanto o teste de White tem uma filosofia mais “robusta”



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao

3. Estatistica de teste e distribuicao:

Rzz/m
F = ~F(m,n—m—1)

_ 2 2
LM = nRz2~xm
onde m corresponde ao numero de declives na regressao auxiliar

Breusch-Pagan— m = k White simplificado - m = 2

k(k+1))  k(k+3))
2

White simplificado > m =k + k +



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 1

Exemplo: Considere-se o modelo habitual BP Output Eviews
preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121 quartos

Heteroskedasticity Test: Breusch-Pagan-Godirey Rejeita_se
Mull hypothesis: Homoskedasticity ..
homocedasticidade
F-statistic 5.873654 Prob. F|2,85) 0.0041 Test Equation:
Obs*R-squared 10.68519 Prob. Chi-Square(2) o.00ag  Dependent Variable: RESID™2
Scaled explained 558 2345408 Prob. Chi-Square(2) 0.0000 Method: Least Squares
Date: 04,/26,/20 Time: 14:40
Sample: 1 88
Included observations: BB
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
R-squared 0.121423
Ad|usted R-squared 0100750
C -8300.808 3911614 -2.122042 0.0367 5.E.of regression 7043334
AREA_M2_ 4212340 18. 76508 2.244776 0.0274 Sum squared resid I3GEH0

Log likelihood 913 5882
QUARTOS 1193 551 1195449 0.998413 03200 . 5 873654



Exemplo: Considere-se o modelo habitual

Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 1

White Output Eviews

preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121 quartos

Heteroskedasticity Test: White

Mull hypothesis: Homoskedasticity

F-statistic
Obs*R-sguared
Scaled explained 55

varlable

C
AREA_MZ_"2
AREA_M2_*CUARTOS
AREA_M2_
QUARTOS™2
OUARTOS

Coefficlent

1070638
0465846
21 37083

-251_B630
-1281.901

7025944

17 28228

Std. Error

13167.06
0.2556498
19.60682
108.9744
2409803
5680.170

4.007899 Prob. F(5,82)
Prob. Chi-Sguare(5)
3793476 Prob. Chi-Sguare(S)

t-Statistic

0.B13118
1.821857
1.089970
-2.311212
-1.524294
1. 2360925

Prob.

0.4185
Qo721
0.2789
0.0233
0.1313
0.2196

Rejeita-se
homocedasticidade
0.0027
a.0040 Test Equation:
00000 Dependent Variable: RESID™2
Method: Least Squaras
Date: 04,/26/20 Time: 14:40
Sample: 1 88
Included observations: B8
R-squared 0.196390
Ad|usted R-squared 0.147389
5.E. of regression 7734.605
Sum squared resid 4. 91E+09
Log likelihood -909.6039
F-statistic 4007899



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 1
Exemplo: Considere-se o modelo habitual White simplificado
preco = —19.286 + 1.384 area + 15.121 quartos

Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob. RES?2 = (p?“E'f;D — p'i.-'@‘c"ﬂ)z
YC = preco
C 0.160192 0.115627 1.385425 pigss Y(C2 = p’fﬁi}“ﬂz
¥ -0.000731 0.000697 -1.048718 0.2973
Y2 1.02E-06 9 B4E-07 1.032361 0.3048 _  0.012779/2 _
Fobs = (1-0.012779)/85 0.550
p — value = 0.579
R-squared 0.012779
Adjusted R-squared -0.010450
5.E. of regression 0.083458 LMobs — 88 * 0012779
Sum squared resid 0.592050 D — value = 0.570
Log likelihood 95.19945

F-statistic 0.550126



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 2

Exemplo: testar heterocedasticidade no ambito do modelo
In(preco) = 1.289 + 0.8101 In(area) + 0.0376 quartos

gen larea=log(area)
gen lpreco=log{praeco)
regress lpreco larea guartos

Source | == df M= Number of obs = HE
————————————— e e e F( 2, B5) = 54.47
Model | 4,.50364223 2 2.2518B2112 Prob > F = 0.0000
Residual | 3.51396129 B5 .041340721 RE-squared = 0.5617
————————————— o e e Adq R-squared = 0.5514
Total | 8.01760352 B7 .092156362 Root MSE = .20332

lpreco | Coef. Std. Err. t P>|t| [95% Conf. Interwvall
_____________ e e e e e e e e e e e e e o o e e e e e o e e o e e e e . e e . e e e e e e e . e e e e . e e e e o
larea | .B100637 .09878611 B.20 0.000 .B137002 1.0086427
quartos | 0376464 .0303446 1.24 0.218 -.0226868 L.0979795
_cons | 1.28929 .4666125 2.786 0.007 .3615395 2.217041

predict uhat, resid
gen uhatZ=uhat"Z
predict vyhat

gen yvhatZ=svyvhat™2



Modelo de Regressao Linear Multipla

Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 2 (cont.)

Heteroskedasticity Test: Breusch-Pagan-Godfrey Teste BP - EViews
Mull hypothesis: Homoskedasticity
R-squarad 0.043410
Adjusted R-squared 0.020902
F-statistic 1928666 Prob. F(2,B5) 0.1516 <E of regression 0082153
Dbs*R-sguared 3820114 Prob. Chi-Square{2) 0.1481  Sym squared resid 0.573680
Scaled explained 55 7.616429 Prob. Chi-Square{2) 0.0222 | 5p likellhood 86 58531
F-statistic 1.928666
variable Coeffickent Std. Error t-Statistic Proh.  'estEquation:
Dependent Variable: RESID*2
Method: Least Squaras
Date! 04/26/20 Time! 14:50
C 0.274437 0.188535 1455625 0.1492 iy gg
LAREA -0.060722 0. 039505 -1.521670 0.1318 Included observations: BB
OUARTOS 0.022712 0.012261 1.852374 0.0674

Nao se rejeita H Existe evidéncia de homocedasticidade



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 2 (cont.)

Teste White - Eviews

F-statistic 1.297465 Prob. F(5,82) 0.2731
Obs*R-sguared 0.451600 Prob. Chi-5guare(s) 02647
Scaled explained 55 1286301 Prob. Chi-Sguare(s) 0.0247
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.

C 4.673631 3110976 1.502304 0.1369

LAREA™ 2 0.167924 0.123342 1361455 0.1771

LAREA*QUARTOS -0.00737% 0.042017 -0.175542 0.8611

LAREA -1.805730 1.235645 -1.461366 0.1477

QUARTOSA2 -0.008546 0.008595 -0.994323 0.3230

QUARTOS 0.127937 0.197192 0.648794 0.5183

F-statistic 1.297465 Nao se rejeita H

Existe evidéncia de homocedasticidade



Modelo de Regressao Linear Multipla
Heterocedasticidade: testes para deteccao — exemplo 2 (cont.)

Variable Coefficient
C 4.334571
YiC -1 488248

YC2 0.128648

R-squared

Adjusted R-squared
5.E. of regression

Sum sguared resid
Log likelihood
F-statistic

Nao se rejeita H

Existe evidéncia de homocedasticidade

Std. Error

4.153411
1.453358
0.1265995

0.013964

-0.009237

0.083408

0.5513359
95.25231

0.601882

t-Statistic

1.043617

-1.024006

1.012978

Teste White simplificado
- Eviews

Praob.

0.2996
0.3087
0.2139

RES?2 = (ln preco — In pregn)z
YC =Inprecgo
—— N2
YC2 = (Inprego)
Q,ps = 88 X 0.013964 = 1.229
p — value = 0.541



