
Econometria

•O que é?
Origem (anos 30, 𝑋𝑋): Medição dos fenómenos económicos com o objectivo de 
testar teorias sobre esses mesmos fenómenos com base na sua observação, 
recorrendo a procedimentos de inferência adequados

Hoje: é uma área científica mais virada para a aplicação de técnicas estatísticas à 
análise de dados económicos, financeiros , sociais, ..., com o objectivo de estimar 
relações entre uma determinada variável dependente e um conjunto de variáveis 
explicativas

Exemplos: - 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑢𝑚𝑜 = 𝑓(𝑟𝑒𝑛𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑡𝑜 𝑑𝑖𝑠𝑝𝑜𝑛í𝑣𝑒𝑙)

- 𝑆𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜 = 𝑓(𝑒𝑠𝑐𝑜𝑙𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒, 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖ê𝑛𝑐𝑖𝑎, 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒, 𝑔é𝑛𝑒𝑟𝑜)



•Finalidade da Econometria

- “Explicar” determinada realidade, nomeadamente explicar o   
valor esperado da variável dependente como função dos valores 
assumidos pela(s) variável(is) explicativa(s);

- “Prever” o comportamento da variável dependente, conhecido(s) 
o(s) valor(es) assumido(s) pela(s) variável(is) explicativa(s). 

Econometria

- “Testar” validade de teorias
Analisar se as teorias são confirmadas pela observação

- “Fundamentar” quantitativamente políticas
Ex: saber se a implementação de medidas de política no sentido 

do aumento do nível escolaridade tem impacto na produtividade



•Metodologia

Econometria
Recolha dos dados

Especificação do modelo

Estimação do modelo

Avaliação do modelo

Modelo não adequado Modelo adequado

Interpretação dos resultados

Validação da teoria Tomada de decisão Previsão



Seccionais (cross section)

. N entidades (indivíduos, empresas; famílias, ...)

. 1 observação por entidade

. Mesmo período temporal

Tipos de dados:Econometria

Temporais (time series)

. 1 entidade (empresas; país, ...)

. T observações por entidade

. Vários períodos no tempo

Dados Painel (panel data)

. N entidades

. T observações por entidade Outros tipos de dados
(pooled data)

Amostra 
corresponde a 
observações 
independentes 

Amostra 
corresponde a 
observações 
ordenadas, 
dependentes

(Estatística II)

(Econometria)



Dados Seccionais:Econometria

Mas ... Nem sempre a situação é tão “simples”. Podem existir vários 
problemas quer ao nível: 

Tempo está “fixo” Todas as observações se referem ao mesmo 
período temporal

Pode considerar-se que a amostra corrresponde a 
observações independentes com idêntica variância

- do modelo (Variância não ser idêntica para todas as observações

- dos dados (Variáveis não observáveis ou observáveis com erro) 



Causalidade e significância estatística:

Econometria

. O modelo procura identificar os determinantes do comportamento de 
uma variável de interesse (dependente): salário, preço de um imóvel

. Na avaliação do modelo:

- verifica-se se as variáveis explicativas são estatísticamente 
significativas para explicar o comportamento da variável de 
interesse, na procura de uma possível relação de causalidade

Causalidade e significância estatística – A causalidade vai para além 
da significância estatística pois envolve considerações teóricas 



Análise ceteris paribus:

Econometria

. Num modelo envolvendo várias variáveis explicativas, procura-se, em 
geral, focarmo-nos sobre o efeito de uma delas sobre a variável de 
interesse (dependente).

Pode interessar:

𝑆𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜 = 𝑓(𝑒𝑠𝑐𝑜𝑙𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒, 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖ê𝑛𝑐𝑖𝑎, 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒, 𝑔é𝑛𝑒𝑟𝑜)

. Analisa-se o efeito parcial/marginal de cada variável explicativa sobre a 
variável de interesse, sob a condição ceteris paribus, isto é, assumindo 
que tudo o resto permanece constante.

o sinal do efeito (positivo (relação directa)
\negativo (relação inversa)

Intensidade\magnitude da relação



Especificação do modelo:Econometria

. Modelo com dados seccionais.

𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, , ⋯ , 𝑥𝑘)

. Os dados tem natureza não experimental (estão fora do controle de 

quem vai especificar o modelo) ֜ 𝑦 e 𝑥1, 𝑥2, , ⋯ , 𝑥𝑘 são consideradas 

v.a.(s).

Enquadramento do modelo

. Muito importante: Para aliviar a notação, vai abandonar-se a 
convenção em torno das maiúsculas e minúsculas na distinção de v.a.(s) 
e suas realizações empíricas. As letras maiúsculas serão agora usadas 
para representar vectores e matrizes



Especificação do modelo:Econometria

. Modelo 𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, , ⋯ , 𝑥𝑘)

. Vai modelar-se o valor esperado de 𝑦 condicionado por 𝑥1, 𝑥2, , ⋯ , 𝑥𝑘.

Objectivo

. Um modelo é sempre uma representação simplificada da realidade
que permite sublinhar os factores mais relevantes na explicação do 

comportamento da variável 𝑦

𝑆𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜 = 𝑓(𝑒𝑠𝑐𝑜𝑙𝑎𝑟𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒, 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖ê𝑛𝑐𝑖𝑎, 𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒, 𝑔é𝑛𝑒𝑟𝑜)

Relação é estatística e não matemática

Existem sempre var.(s) explicativas não incluídas no modelo. 



Modelo de Regressão linear

Manuel está a pensar ingressar no Ensino Superior como 
meio de melhorar as suas perspectivas de emprego e 
remuneração 

Um amigo do Manuel, o João aconselha-o a  desistir da ideia 
dando-lhe dois exemplos: 

O amigo Frederico que tem doutoramento e está desempregado 

O amigo David que não fez sequer o 12º e está rico

Questões subjacentes a esta discussão:

Será que mais escolaridade está associada a melhor salário?

Quanto aumenta o salário por cada ano adicional de escolaridade? 



Modelo de Regressão Linear

A amostra recolhida produziu 100 pontos:

Inês

Pedro

12 anos de 
escolaridade, 
650 € 

17 anos de 
escolaridade, 
1280 € 

⋯

9 anos de 
escolaridade, 
680 €

Joaquim

Teresa

11 anos de 
escolaridade, 
700 €



Modelo de Regressão Linear

Educação

Salário

9 11 17

680
700

1280

Mas será possível saber mais sobre esta relação?

Sim, ajustando uma recta a esta nuvem de pontos

Recta 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑏

መ𝛽0

Inclinação 
da recta

𝐸 𝑠𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜|𝑢 = መ𝛽0 + መ𝛽1Educação

Variável 
explicativa (v.a.)

Coeficientes
Estimados

Qual o acréscimo de salário por 
cada ano de escolaridade 
adicional?

13

650

Intersecção 
com eixo 𝑦

Recta estimada

Variável 
residual

Termo 
constante

Variável 
explicada



Modelo de Regressão Linear

Educação

Salário

184,7

෣𝑆𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜 = 184,7 + 51,12 EducaçãoRecta estimada

11

747

salário  
recebido 
Teresa

700
⋮

𝑟𝑒𝑠í𝑑𝑢𝑜 = salário − ෣𝑠𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜

Salário
estimado
da Teresa

Qual a explicação para o resíduo?

R: Modelo não se ajusta perfeitamente à
realidade porque há várias outras
variáveis que afectam o salário

= 700 − 747 = −47



Modelo de Regressão Linear

𝑋

𝑌

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥Modelo estimado

𝑥

ො𝑦
⋮

𝑒𝑟𝑟𝑜\resí𝑑𝑢𝑜 = ො𝑢 = y − ො𝑦

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝑢𝑖

Representa o efeito de 
outras variáveis não 
consideradas no modelo

Exemplos: experiência, género, sector, …

Modelo da população

⋮
y

ሼ

Variável 
residual

Variável residual
(não observável)

෣𝐸 𝑦|𝑥

ൡ

Modelo Regressão Linear 𝐸 𝑦|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥

𝑢 = 𝑦 − 𝐸 𝑦|𝑥



Modelo de Regressão Linear

𝒚 𝒙

Variável dependente Variável independente

Variável explicada Variável explicativa

Regressando Regressor

𝛽0, 𝛽1
Coeficientes ou parâmetros (fixos e desconh.)

𝒖

Variável residual (não observada)

Terminologia do Modelo de Regressão Linear:  



Modelo de Regressão Linear

Modelo da população: 𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖 + 𝑢𝑖 (1)

Modelo Regressão Linear: 𝐸 𝑦|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥 (2)

Hipóteses do modelo:

𝐻1: 𝐸 𝑢 = 0 (3)

𝐻2: 𝐸 𝑢|𝑥 = 𝐸 𝑢 (4)

(4) O valor médio do efeito das variáveis não observadas 𝑢 não depende do 
valor da var. explicativa 𝑥 diz-se que a var. explicativa é exógena.

𝐻3: 𝐶𝑜𝑣 𝑥, 𝑢 = 0
𝑢 e 𝑥 não são 
correlacionadas

֜

Relação entre var. dependente e 
explicativa é estatística e não matemática

(3) O valor médio do efeito das variáveis não observadas 𝑢 é nulo.



Modelo de Regressão Linear

Salário𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1Educação𝑖 +𝑢𝑖Modelo da população

Muito importante: Esta equação diz-nos como é que o valor médio do salário varia 
com a educação. 

Variável 
residual

Flexibilidade

Modelo Regressão Linear 𝐸 𝑠𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜|𝑋 = 𝛽0 + 𝛽1Educação

Não diz que o salário é igual a 𝛽0 + 𝛽1Educação. 



Modelo de Regressão Linear

𝑉𝑎𝑟 𝑢𝑖 é igual para todas as
𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 observacões. 

𝑉𝑎𝑟 𝑢𝑖 = 𝜎2 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛

Homocedasticidade: variabilidade do salário à volta da média é constante  . 



Modelo de Regressão Linear

Apenas se vão estudar modelos que envolvem uma relação linear ou
linearizável em relação aos parâmetros, porque: 

- abrangem uma variedade significativa de situações

- são de tratamento mais fácil

Muito importante: Não confundir linearidade relativa aos parâmetros com 
linearidade relativa às variáveis

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋 É linear nos parâmetros

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1
2𝑋 Não é linear nos parâmetros

𝑌 = 𝛽0 + 𝛽1𝑋
2 Não é linear mas é linearizável nos parâmetros



Modelo de Regressão linear

Estimação dos coeficientes de regressão pelo Método dos Mínimos Quadrados

𝑌

𝑋

IDEIA

Minimizar a soma 
dos quadrados dos 
erros

Ajustamento da recta
à nuvem de pontos 
será tanto melhor 
quanto menor for a 
distância dos pontos 
à recta

Recta 
estimada



Modelo de Regressão linear
Estimação dos coeficientes de regressão pelo Método dos Mínimos Quadrados

Variável explicativa 
\independente

Variável 
dependente

ҧ𝑥

ത𝑦

Variável 
independente

Variável 
dependente

Qualquer recta de regressão linear 
passa pelo ponto ҧ𝑥, ത𝑦 = 3,4

Recta
regressão

⋯⋯⋯⋯

⋯⋯ ⋯⋯

⋯⋯⋯⋯

⋮
⋮

⋮⋮

10 6

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥
𝑌 𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑑𝑜

Coef. estimados

መ𝛽1 =
σ 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 𝑦𝑖 − ത𝑦

σ 𝑥𝑖 − ҧ𝑥 2
=

6

10

መ𝛽0 = ത𝑦 − መ𝛽1 ҧ𝑥֞𝑏0 = 4 − 0.6 ∗ 3 = 2.2

Recta de regressão 
estimada

𝐸 𝐵1 = 𝛽1 (𝑒𝑠𝑡𝑖𝑚𝑎𝑑𝑜𝑟 𝑛ã𝑜 𝑒𝑛𝑣𝑖𝑒𝑠𝑎𝑑𝑜)



• Modelo vai ser estimado com base numa amostra com 𝑵 observações

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Cada observação é dada por: 𝑦𝑖 , 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋯ , 𝑥𝑖𝑘

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝑢 𝑖

Exemplo: 𝑠𝑎𝑙á𝑟𝑖𝑜𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐𝑖 + 𝛽2𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟𝑖 + 𝛽𝑘𝑎𝑛𝑡𝑖𝑔𝑖 + 𝑢 𝑖

Parâmetros\Coeficientes da regressão 
(fixos e desconhecidos)

Variável 
dependente

Variáveis explicativas Var. 
residual

Nota: 𝑛 > 𝑘 muito maior. (𝑛 deve ser, no mínimo, 5 a 10 vezes maior que 𝑘)



Modelo de Regressão Linear Múltipla

Salário
𝒚

Variável dependente
Educ.
𝒙𝟏

Exper.
𝒙𝟐

Antig.
𝒙𝟑



• Objectivo genérico: explicar 𝐸 𝑦|𝑥

Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

𝐸 𝑦|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘

Regressão linear: 𝐸 𝑦|𝑥 é função linear de um conjunto de 
parâmetros

Fazendo u = y − 𝐸 𝑦|𝑥 pode escrever-se: 

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Determinam-se os valores ෢𝛽0 , ෢𝛽1 , ⋯ , ෢𝛽𝑘 que minimizam σ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑢𝑖

2

Método dos mínimos quadrados



• OLS – Método dos mínimos quadrados

Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

=෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෢𝛽0 −෢𝛽1𝑥𝑖1 − ෢𝛽2𝑥𝑖2 −⋯− ෢𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘
2

෍
𝑖=1

𝑛

ෝ𝑢𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෝ𝑦𝑖
2

As condições de 1ª ordem vêm ( ൗӘσ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑢𝑖

2 Ә෡𝛽𝑖 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑘): 

෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ෢𝛽0 −෢𝛽1𝑥𝑖1 − ෢𝛽2𝑥𝑖2 −⋯− ෢𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 = 0

෍
𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗 𝑦𝑖 − ෢𝛽0 −෢𝛽1𝑥𝑖1 − ෢𝛽2𝑥𝑖2 −⋯− ෢𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 = 0 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘



• OLS – Método dos mínimos quadrados

Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

.Valores ajustados:  ෠𝑌 = 𝑿 መ𝛽

Em termos matriciais vem:

As condições de 1ª ordem : 

.Resíduos:  ෡𝑈 = 𝑌 − ෠𝑌

Método dos mínimos quadrados: min ෡𝑈𝑇 ෡𝑈

𝑿𝑇 𝑌 − 𝑿 መ𝛽 = 0֞𝑿𝑇𝑌 = 𝑿𝑇𝑿 መ𝛽

.Estimador 𝑴𝑸:  መ𝛽 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑌



• OLS – Método dos mínimos quadrados

Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

.Estimador 𝑴𝑸:  መ𝛽 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑌



Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

Já que:



Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

e que:

• OLS – Método dos mínimos quadrados



Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

• Estimação OLS – exemplo:



Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

Estimação 
OLS –
exemplo:



Modelo de Regressão Linear Múltipla (MRLM)

Estimação OLS – exemplo:

Como, num modelo com dados seccionais, a ordem das observações é 
arbitrária torna-se frequentemente interessante olhar para os resíduos 
em função de cada variável explicativa ou do valor da variável endógena



Propriedades dos resíduos OLS:

. σ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑢𝑖 = 0 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 (modelos com termo independente)

෍
𝑖=1

𝑛

ෝ𝑢𝑖𝑥𝑖𝑗 = 0 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑘

Modelo de Regressão Linear Múltipla

.

. ෍
𝑖=1

𝑛

ෝ𝑢𝑖 ෝ𝑦𝑖 = 0

. ෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖
2 =෍

𝑖=1

𝑛

ෝ𝑦𝑖
2 +෍

𝑖=1

𝑛

ෝ𝑢𝑖
2



Propriedades dos resíduos OLS:

Para demonstrar estas propriedades é necessário recordar as 
condições de 1ª ordem:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

. A propriedade 1 deriva da 1ª equação

.

෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 −෢𝛽0 −෢𝛽1𝑥𝑖1 −෢𝛽2𝑥𝑖2 −⋯−෢𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 = 0

෍
𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗 𝑦𝑖 − ෢𝛽0 −෢𝛽1𝑥𝑖1 − ෢𝛽2𝑥𝑖2 −⋯− ෢𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 = 0 𝑗 = 1,2,⋯ , 𝑘

A propriedade 2 deriva da 2ª equação

Nota: Só é verdade se existir 𝛽0



Propriedades dos resíduos OLS:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

. Propriedade 3:   σ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑢𝑖 ෝ𝑦𝑖 = 0



Propriedades dos resíduos OLS:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

. Propriedade 4:  σ𝑖=1
𝑛 𝑦𝑖

2 = σ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑦𝑖

2 + σ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑢𝑖

2



Modelo de Regressão Linear

Interpretação dos parâmetros

Caso 1 Modelo lin-lin:

tem-se:  

A dedução é  imediata e pode ser ilustrada para 𝑗 = 1

𝐸 𝑦|𝒙∗ =𝛽0 + 𝛽1 𝑥1 + 1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 = 𝐸 𝑦|𝒙 +𝛽1

𝐸 𝑦|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

∆𝑥𝑗 = 1՜∆𝐸 𝑦|𝒙 =𝛽𝑗 , 𝑐𝑒𝑡𝑒𝑟𝑖𝑠 𝑝𝑎𝑟𝑖𝑏𝑢𝑠

𝐸 𝑦|𝒙 =𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

∆𝐸 𝑦|𝒙 =𝐸 𝑦|𝒙∗ − 𝐸 𝑦|𝒙 = 𝛽1, ceteris paribus



Caso 1 Modelo lin-lin:

Modelo de Regressão Linear



Modelo de Regressão Linear

Interpretação dos parâmetros

Modelos com logaritmos – duas observações :

1. A função 𝒍𝒏 𝒛 apenas é definida para 𝑧 > 0. Não pode ser aplicada a 
variáveis que assumam valores negativos ou nulos

Quando 
∆𝑧

𝑧
é pequeno, vem:

∆𝑧

𝑧
≅ 𝑙𝑛 𝑧 + ∆𝑧 − 𝑙𝑛 𝑧

2. A taxa de crescimento de 𝒛 é dada por 
∆𝑧

𝑧
=

𝑧+∆𝑧 −𝑧

𝑧
. 

Exemplo: 𝒛 = 𝟏𝟎𝟎 e ∆𝑧=1, 
∆𝑧

𝑧
=

101

100
= 0.01(taxa de crescimento de 1%)

𝑙𝑛 100 + 1 − 𝑙𝑛 𝑧 = 0.00995



Modelo de Regressão Linear
Interpretação dos parâmetros

A variável dependente é 𝑧 mas 𝒚 = 𝒍𝒏 𝒛 . Suponha-se ainda que a 
variável explicativa é 𝒙. 

Modelo regressão transformado:

𝐸 𝒍𝒏 𝒛 |𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

regressandoCaso 2 Modelo log-lin:

෣𝒍𝒏 𝒛 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Em termos directos,  ∆𝑥𝑗 = 1՜∆෣𝒍𝒏 𝒛 = መ𝛽𝑗

Mas, o interesse reside em 𝒛 e não em ෣𝒍𝒏 𝒛 , pelo que aplicando o 

resultado anterior se tem: ∆𝑥𝑗 = 1 % ∆ ෝ𝒚 ≅ 𝟏𝟎𝟎 ∗ መ𝛽𝑗, ceteris paribus

Modelo estimado:



Modelo de Regressão Linear
Interpretação dos parâmetros

Exemplificando para ∆𝑥1 = 1֞ෝ𝒚∗ = ෝ𝒚 + ∆ෝ𝒚

෣𝒍𝒏 𝒛 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

෣𝒍𝒏 𝒛 ∗ − ෣𝒍𝒏 𝒛 = መ𝛽1 ≅
∆ො𝒛

ො𝒛

logo: %∆ො𝒛 = 𝟏𝟎𝟎 ∗ መ𝛽1% 

Modelo pós incremento:

Caso 2 Modelo log-lin:

Modelo inicial:

෣𝒍𝒏 𝒛 ∗ = መ𝛽0 + መ𝛽1 𝑥1 + 1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

= ෣𝒍𝒏 𝒛 + መ𝛽1

Variação percentual de ෝ𝒚



Modelo de Regressão Linear
Interpretação dos parâmetros

Caso 2 Modelo log-lin:



Modelo de Regressão Linear
Interpretação dos parâmetros

A variável explicada é 𝑦 mas a variável explicativa 𝒙 é logaritmizada. 

Modelo regressão transformado:

𝐸 𝒚|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1ln(𝑥1) + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

Caso 3 Modelo lin-log:

Modelo estimado: ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1ln(𝑥1) + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Modelo pós incremento: ෢𝒚∗ = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑙𝑛 𝑥1 + 1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

෢𝒚∗ − ෝ𝒚 = መ𝛽1 𝑙𝑛 𝑥1 + 1 − ln(𝑥1) ≅ መ𝛽1
∆𝑥1
𝑥1

logo: %∆𝑥1 = 1՜%∆ෝ𝒚 =
෡𝛽1

𝟏𝟎𝟎
, ceteris paribus



Modelo de Regressão Linear
Interpretação dos parâmetros

Caso 3 Modelo lin-log: Exemplo

uma variação da área de 1% gera um aumento médio do preço das 
casas de aproximadamente 2.65 milhares de dólares

Notas:

. Como se pode ter  𝑛ú𝑚𝑒𝑟𝑜 𝑑𝑒 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 = 0, não se pode
logaritmizar a variável quartos.

. Este modelo é menos utilizado que os outros



Modelo de Regressão Linear

Interpretação dos parâmetros

A variável explicada é 𝑧 mas 𝒚 = 𝒍𝒏𝒛. Suponha-se ainda que a variável 

explicativa é 𝒙𝑱, e 𝒘 = 𝒍𝒏 𝒙𝑱 . 

Modelo regressão transformado:

Em geral, %∆𝑥𝑗 = 1՜%∆ෝ𝒚 ≅ መ𝛽𝑗%, ceteris paribus

regressando

regressor

Caso 4 Modelo log-log:

𝐸 𝒍𝒏𝒛|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1ln(𝑥1) + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

Modelo estimado: ෢𝒍𝒏𝒛 = መ𝛽0 + መ𝛽1ln(𝑥1) + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Modelo pós incremento: ෣𝒍𝒏𝒛∗ = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑙𝑛 𝑥1 + 1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Logo ෢𝒚∗ − ෝ𝒚 = መ𝛽1 𝑙𝑛 𝑥1 + 1 − ln(𝑥1) ֜%∆ෝ𝒚 ≅ መ𝛽1%∆𝑥1



Modelo de Regressão Linear

Caso 4 Modelo log-log:

Admitindo tudo o resto constante:
. uma variação da área de 1% gera um aumento no preço esperado 
das casas de aproximadamente 0.81%
. Por cada quarto adicional, o preço esperado das casas aumenta 
aproximadamente 3.8%



Modelo de Regressão Linear

Interpretação dos coeficientes do modelo

Quadro síntese: Table 2.3 Wooldrige

Semi-elasticidade

Elasticidade



Aprofundando a interpretação dos ෢𝜷𝒋 :

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Vamos agora analisar 2 pontos: 

. Interpretação do “Partialling out” de ෢𝜷𝒋

. O que acontece a ෢𝜷𝒋 quando se acrescenta (ou se elimina) 

uma das (outras) variáveis explicativas 



E𝐟𝐞𝐢𝐭𝐨 “Partialling out" :

Modelo de Regressão Linear Múltipla

O teorema de Frisch-Waugh fundamenta este ponto, pois prova que o ෢𝜷𝒋

que se obtém no 𝑀𝑅𝐿𝑀 é idêntico ao que se obteria numa regressão
linear simples de 𝑦 em 𝒓𝒋.

෢𝜷𝒋 vai medir o efeito parcial da variável explicativa 𝒙𝒋 depois de 

considerado o efeito das restantes variáveis explicativas o que é diferente 
do efeito marginal obtido numa regressão simples. 

O efeito “partialling out” consiste em retirar de 𝒙𝒋 aquilo que é “comum” 

com as restantes variavéis explicativas

Resíduos da regressão de 𝒙𝒋 nas 

restantes variáveis explicativas



E𝐟𝐞𝐢𝐭𝐨 “Partialling out" :

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Resíduos da regressão de 𝒙𝒊𝒋 em 

𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋯, 𝑥𝑖𝑘 (todas menos 𝒙𝒊𝒋)

Estimador MQ de 
𝑦𝑖 𝑒𝑚 ෞ𝑟𝑖𝑗

Nota: regressão simples  com termo 
independente

RL simples: ො𝑦 = ෞ𝑦0 + ෡𝛽𝑗ෝ𝑟𝑗



Teorema de Frisch-Waugh - demonstração:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Partindo das condições 1ª ordem para 𝑗 = 1, vem:

Iremos provar sem perda de generalidade, para 𝑗 = 1 que෢𝛽1 =
σ𝐼=1
𝑛 ෞ𝑟𝑖1𝑦𝑖

σ𝑖=1
𝑛 ෞ𝑟𝑖1

2

Considerem-se as 3 regressões:

1. ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥𝑖1 + መ𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝑢 𝑖

2. ො𝑥1 =ෝ∝0+ෝ∝2 𝑥𝑖2 +⋯+ෝ∝𝑘 𝑥𝑘֞𝑥𝑖1 = ො𝑥𝑖1 + Ƹ𝑟𝑖1

3. ො𝑦 = ො𝑦0 + ො𝑦1 Ƹ𝑟𝑖1

Substituindo 𝑥𝑖1 por ො𝑥𝑖1 + Ƹ𝑟𝑖1, vem:



Teorema de Frisch-Waugh - demonstração:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

porque: 

Como:

0

tem-se:



Teorema de Frisch-Waugh - ilustração:

Modelo de Regressão Linear Múltipla



Teorema de Frisch-Waugh - ilustração:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Obtenção መ𝛽1



Teorema de Frisch-Waugh - ilustração:

Modelo de Regressão Linear Múltipla



Efeito da adição de uma variável:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Salvo em 2 casos especiais:

. O novo regressor é ortogonal em relação a qualquer dos outros

O que acontece quando se acrescenta uma nova variável explicativa ao 
modelo? 

Exemplo: ෤𝑦 = ෨𝛽0 + ෨𝛽1𝑥1 ՜ ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2

෨𝛽1 = መ𝛽1+ መ𝛽2 ሚ𝛿1
Inclinação da recta regressão de 𝑥𝑖2em 𝑥𝑖1 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛

𝑥1 e 𝑥2 não estão correlacionados ֞ ሚ𝛿1=0 

. O impacto do novo regressor na variável 𝑦 é nulo ֞ መ𝛽2=0 

Nota: Estas conclusões são válidas (após adaptação) no caso de eliminação



Efeito da adição de uma variável (Dem: Wooldrige):

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Generalizando:

Onde:

෨𝛽𝑗 = መ𝛽𝑗 sse መ𝛽𝑟 = 0 ou ሚ𝛿𝑗 = 0

Var. adicionada



Efeito da adição de uma variável-ilustração:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Estima-se uma 2ª regressão:

Calcula-se: ෡𝛽1 − ෨𝛽1 = 0.57150 − 0.53799 = 0.03351֞∆ ≈ 6.3%

(alternativa) Estima-se uma 3ª regressão:

Calcula-se:−෡𝛽4 ሚ𝛿1 = −0.02539 ∗ −1.31952 = 0.03350 (efeito fraco)

𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟



Avaliação da qualidade do ajustamento:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

1ª avaliação: comparar ො𝑦𝑖 com 𝑦𝑖 e calcular o coef. correlação

Então, usa-se: 𝑟𝑦 ො𝑦
2

(varia entre 0 e 1. qto mais próximo de 1 melhpr o 

ajustamento) 

Modelo: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Modelo estimado: ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

Sempre 
positivo pq 
ො𝑦 melhor 
aproxima-
ção a 𝑦



Decomposição da variação total e 𝑹𝟐:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Avaliação mais habitual: calcular a proporção da variação da variável 𝑦
que é “explicada” pelo modelo. 

E ver o peso da variação explicada na variação total ՜ 𝑹𝟐

Ideia: decompor a variação total (SST) em variação explicada (SSE) e 
variação residual (SSR)  

𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑻) = 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒆𝒙𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒅𝒂 (𝑺𝑺𝑬) + 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒓𝒆𝒔𝒊𝒅𝒖𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑹)

𝑹𝟐 =
𝑺𝑺𝑬

𝑺𝑺𝑻
= 𝟏 −

𝑺𝑺𝑹

𝑺𝑺𝑻



Decomposição da variação total e 𝑹𝟐:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑻) = 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒆𝒙𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒅𝒂 (𝑺𝑺𝑬) + 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒓𝒆𝒔𝒊𝒅𝒖𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑹)

𝑆𝑆𝑇 =෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ത𝑦 2

ො𝑦𝑖 com 𝑦𝑖

𝑆𝑆𝐸 =෍
𝑖=1

𝑛

ො𝑦𝑖 − ഥො𝑦𝑖
2

como 𝑦𝑖 = ො𝑦𝑖 + ො𝑢𝑖֜σ𝑦𝑖 = σ ො𝑦𝑖 +ฑσ ො𝑢𝑖

0

=σ ො𝑦𝑖֜ ത𝑦 = തො𝑦

𝑆𝑆𝑅 =෍
𝑖=1

𝑛

ො𝑢𝑖 − തො𝑢
2
=෍

𝑖=1

𝑛

ො𝑢𝑖
2

Como o modelo tem termo independente σ ො𝑢𝑖 = 0֜ തො𝑢 = 0



Decomposição da variação total e 𝑹𝟐:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑻) = 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒆𝒙𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒅𝒂 (𝑺𝑺𝑬) + 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒓𝒆𝒔𝒊𝒅𝒖𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑹)

𝑆𝑆𝑇 =෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ത𝑦 2 =෍
𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 − ො𝑦𝑖

ෝ𝑢𝑖

+ ො𝑦𝑖 − ത𝑦

2

ො𝑦𝑖 com 𝑦𝑖

= 𝑆𝑆𝑅 + 𝑆𝑆𝐸 +2σ𝑖=1
𝑛 ො𝑢𝑖 ො𝑦𝑖 − 2ത𝑦σ𝑖=1

𝑛 ො𝑢𝑖

=෍
𝑖=1

𝑛

ො𝑢𝑖 + ො𝑦𝑖 − ത𝑦
2

=෍
𝑖=1

𝑛

ො𝑢𝑖
2 +෍

𝑖=1

𝑛

ො𝑦𝑖 − ത𝑦 2 + 2෍
𝑖=1

𝑛

ො𝑢𝑖 ො𝑦𝑖 − ത𝑦

Propriedades resíduos:  σ𝑖=1
𝑛 ො𝑢𝑖 = 0,σ𝑖=1

𝑛 ො𝑢𝑖 ො𝑦𝑖 = 0

= 𝑆𝑆𝐸 + 𝑆𝑆𝑅



Decomposição da variação total e 𝑹𝟐:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑻) = 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒆𝒙𝒑𝒍𝒊𝒄𝒂𝒅𝒂 (𝑺𝑺𝑬) + 𝑽𝒂𝒓𝒊𝒂çã𝒐 𝒓𝒆𝒔𝒊𝒅𝒖𝒂𝒍 (𝑺𝑺𝑹)

ො𝑦𝑖 com 𝑦𝑖

Tabela Anova:



Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑹𝟐 − Interpretação Alguns comentários:



Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑹𝟐 − Interpretação Alguns comentários:



Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑹𝟐 − Interpretação Alguns comentários:



Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑹𝟐 𝒂𝒋𝒖𝒔𝒕𝒂𝒅𝒐 − Interpretação



Modelo de Regressão Linear Múltipla

𝑹𝟐 − Comparação de modelos



Caso particular – Regressão sem termo autónomo 𝜷𝟎 = 𝟎 :

Modelo de Regressão Linear Múltipla



Hipóteses do MRLM:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

Para analisar a qualidade do estimador 𝑀𝑄 𝑂𝐿𝑆 e poder definer procedimentos de 
inferência estatística torna-se necessário assumer um conjunto de hipóteses sobre o 
MRLM.

MRL 1 – Modelo linear nos parâmetros 

O “verdadeiro” modelo na população é dado por:

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Erro aleatório não 
observável

Observações:

1. Caso a relação entre 𝑦 e 𝒙 não for esta, o modelo estaria mal especificado 

2. Deve ter-se presente a flexibilidade “adicional” dada pela possibilidade de 
“transformar as variáveis. 



Hipóteses do MRLM:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

MRL 2 – Amostra aleatória

As 𝒏 observações 𝑦𝑖 , 𝑥𝑖1, 𝑥𝑖2, ⋯ , 𝑥𝑖𝑘 𝑖 = 1, 2,⋯ , 𝑛 constituem uma 
amostra aleatória

Observações:

1. O modelo definido em MRL 1 aplica-se a todas as observações

2. As observações são consideradas independentes (dados seccionais). 

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥𝑖1 + 𝛽2𝑥𝑖2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑖𝑘 + 𝑢 𝑖



Hipóteses do MRLM:

Modelo de Regressão Linear Múltipla

MRL 3 – Ausência de colinearidade perfeita

Nenhuma das variáveis explicativaspode ser combinação linear das 
restantes nem na amostra nem na população

Observações:

1. Garante que a matriz 𝑿𝑇𝑿 tem inversa, i.é, existe 𝑿𝑇𝑿 −1

2. A existir colinearidade perfeita na amostra, ela é facilmente identificável 
no output 

3. As variáveis explicativas podem estar correlacionadas sem pôr em causa 
esta hipótese desde que a correlação não atinja valores “significativos”. Os 
problemas de multicolinearidade serão tratados mais adiante.
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Multicolinearidade:

Utilizando o teorema de Frisch-Waugh é possível aprofundar a 

interpretação da 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿 já que

𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿 =
𝜎2

𝑆𝑆𝑇𝑗 1−𝑅𝑗
2

෍
𝑖=1

𝑛

𝑥𝑖𝑗 − ҧ𝑥𝑗
2

Coeficiente de determinação 
da regressão de 𝑥𝑗 nas outras 

var(s) explicativas
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Multicolinearidade: 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿 =
𝜎2

𝑆𝑆𝑇𝑗 1−𝑅𝑗
2

Comentários:

. 𝜎2é a variância da variável residual.Quanto menor for esta variância, 

melhor o modelo e menor a variabilidade dos estimadores (eficiência)

. 𝑆𝑆𝑇𝑗 é a variação total da variável 𝑥𝑗 na amostra.

Se 𝑛 ՜ 𝑆𝑆𝑇𝑗= σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖𝑗 − ҧ𝑥𝑗

2
՜ 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿

. Quanto mais dependente estiver 𝑥𝑗 das restantes variáveis 

explicativas, maior será o valor de 𝑅𝑗
2 ՜ 𝑚𝑎𝑖𝑜𝑟 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿
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Multicolinearidade: 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿 =
𝜎2

𝑆𝑆𝑇𝑗 1−𝑅𝑗
2

Comentários:

. A situação ideal é ter-se 𝑅𝑗
2 = 0 ՜ 𝑥𝑗 é ortogonal a qualquer das 

outras variáveis explicativas.

. Quando 𝑅𝑗
2 = 1 ՜violação da MLR 3 e 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿 = ∞

. A multicolinearidade surge quando 𝑅𝑗
2 é grande, sem atingir o valor 1.

Neste caso, existe o perigo de 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽𝑗|𝑿 estar inflacionada, embora 

um valor grande de 𝑆𝑆𝑇𝑗 possa mitigar (pelo menos parcialmente) o 

problema.

O estimador contínua a ser BLUE embora de fraca qualidade. 
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Multicolinearidade:

Possíveis soluções:

. Recolher mais informação, i. é, uma amostra de maior dimensão.

. Introduzindo alguma restricção linear entre os 𝛽𝑗 que permita 

reformular o modelo. Que restrição?. Não esquecer que tem de ser algo 
que tem de se verificar para a população.

. Eliminar alguma variável explicativa. Mas cuidado pois é muito mais 

grave eliminar erradamente uma variável que incluir erradamente uma 
variável adicional.



Hipóteses do MRLM:
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MRL 4 – Exogeneidade

Observações:

1. Esta hipótese é fundamental. Não pode existir correlação entre as 

variáveis explicativas 𝒙𝑗 e a variável residual 𝑢. Se tal acontecer a variável

diz-se endógena e esta hipótese falha

2. A falha pode dever-se a má especificação do modelo: omissão de variáveis 
explicativas correlacionadas com as restantes, não transformação das 
variáveis quando necessária [a ser tratado mais adiante]

3. Enquanto MRL 3 diz respeito às var.(s) explicativas, MRL 4 tem a ver com 
as variáveis não incluídas no modelo, cujo efeito é representado por 𝑢

𝐸 𝑢|𝒙 = 0



Hipóteses do MRLM:
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MRL 5 – Homocedasticidade

Observações:

1. A variância da variável residual 𝑢 é constante, i.é, não depende dos valores 
assumidos pelas variáveis explicativas

2. Esta hipótese nem sempre é realista. O seu levantamento será discutido 
mais adiante.

3. Tendo em conta que as observações da amostra são independentes 
(bastaria não correlacionadas), v𝑎𝑟 𝑈|𝑿 = 𝜎2 I, i. é,

𝑣𝑎𝑟 𝑢|𝒙 = 𝜎2

𝑣𝑎𝑟 𝑢𝑖|𝑿𝑖. = 𝜎2 e 𝑐𝑜𝑣 𝑢𝑖 , 𝑢𝑗|𝑿 = 0, 𝑖, 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑛 𝑖 ≠ 𝑗



Hipóteses do MRLM:
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MRL 5 – Homocedasticidade - ilustração



Propriedades do estimador dos 𝑴𝑸 ෡𝜷 :
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Não enviesamento:

Demonstração:

𝐸 ෡𝜷𝑗 = 𝛽𝑗 , 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑘

𝑌 = 𝑋𝛽 + 𝑈 መ𝛽 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑌

መ𝛽 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑿𝛽 + 𝑈 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑿𝛽 + 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑈

መ𝛽 = 𝛽 + 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑈

֜𝐸 መ𝛽|𝑿 = 𝐸 𝛽|𝑿 + 𝐸 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑈|𝑿 = 𝛽 + 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇 𝐸 𝑈|𝑿
0= 𝛽

መ𝛽 é um estimador centrado para 𝛽
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Propriedades do estimador dos 𝑴𝑸 ෡𝜷 - enviesamento:

Efeito da inclusão de variáveis irrelevantes (sobreespecificação):

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝛽3𝑥3 + 𝑢 𝑖

Modelo satisfaz as hipóteses MRL1 A MRL4, mas 𝑥3 não não tem nenhum

impacto sobre 𝑦 após os efeitos de  𝑥1 e 𝑥2 terem sido controlados ՜ 𝛽3 = 0.

Nota: 𝑥3 pode ou não estar correlacionada com 𝑥1 e 𝑥2

Como não sabemos  que 𝛽3 = 0, o modelo estimado é:

ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2 + መ𝛽3𝑥3

T. 3.1 diz-nos que o facto de 𝛽3 = 0, não afecta o não enviesamento de መ𝛽3, já 

que  𝐸 ෡𝜷𝑗 = 𝛽𝑗 para qualquer valor de 𝛽𝑗, incluindo 𝛽𝑗 = 0.
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Propriedades do estimador dos 𝑴𝑸 ෡𝜷 - enviesamento:

Efeito da omissão de variáveis relevantes (sub-especificação):

𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 + 𝑢

Contudo, por ignorância ou indisponibilidade da dados, o modelo foi estimado 

sem a variável  𝑥2.

O modelo estimado é: ෤𝑦 = ෨𝛽0 + ෨𝛽1𝑥1 Lembrando ෨𝛽1 = መ𝛽1+ መ𝛽2 ሚ𝛿1

Hip(s) MRL1 a 4՜ መ𝛽1 e መ𝛽2 são não enviesados pelo que se tem:

(satisfaz MLR1 a MLR4)
(verdadeiro modelo 
população)

O modelo estimado sem variável 𝑥2: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝑣 𝑐𝑜𝑚 𝑣 = 𝛽2𝑥2 + 𝑢

֜𝐸 ෨𝛽1 = 𝐸 መ𝛽1+ መ𝛽2 ሚ𝛿1 = E መ𝛽1 + ሚ𝛿1E መ𝛽2 = 𝛽1+ ሚ𝛿1𝛽2֞𝐸 ෨𝛽1 − 𝛽1

𝑒𝑛𝑣.𝛽1

= ሚ𝛿1𝛽2
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Propriedades do estimador dos 𝑴𝑸 ෡𝜷 - enviesamento:

Efeito da omissão de variáveis relevantes (sub-especificação):

֜𝐸 ෨𝛽1 = 𝐸 መ𝛽1+ መ𝛽2 ሚ𝛿1 = E መ𝛽1 + ሚ𝛿1E መ𝛽2 = 𝛽1+ ሚ𝛿1𝛽2֞𝐸 ෨𝛽1 − 𝛽1

𝑒𝑛𝑣.𝛽1

= ሚ𝛿1𝛽2

𝛽1será não enviesado sse 𝛽2 = 0 ou ሚ𝛿1 = 0 mesmo com 𝛽2 ≠ 0

Como ሚ𝛿1 é a 𝑐𝑜𝑣𝑎𝑟 𝑥1, 𝑥2 no cálculo de 𝑣𝑎𝑟 𝑥1 , na amostra:

− ሚ𝛿1= 0 sse 𝑥1 e 𝑥2 não estiverem correlacionadas na amostra

− ሚ𝛿1≠ 0 ՜ 𝑥1 e 𝑥2 estiverem correlacionadas na amostra e ሚ𝛿1 terá o sinal da
𝑐𝑜𝑟𝑟 𝑥1, 𝑥2 [Table3.2 pg.86 Wooldrige]

Dimensão do enviesamento é também importante. Um pequeno 
enviesamento (0.1%) não é motivo de preocupação mas um 
enviesamento de 3% ou superior é um problema muito sério

desconhecido
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Propriedades do estimador dos 𝑴𝑸 ෡𝜷 - enviesamento:

Efeito da omissão de variáveis relevantes (sub-especificação) Exemplo:

𝑙𝑜𝑔 𝑠𝑎𝑙 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝛽2𝑐𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 + 𝑢

Não existem dados sobre capacidades. Por isso estimou-se:

෣𝑙𝑜𝑔 𝑠𝑎𝑙 = 0.584 + 0.083 𝑒𝑑𝑢𝑐 𝑛 = 526, 𝑅2 = 0.186

Capacidades e educação deverão estar positivamente correlacionadas pelo que:

՜estimativas OLS, estarão em média, inflacionadas. Tal não significa que 

0.083 > 𝛽1. Pode apenas dizer-se, numa perspectiva frequencista, que a média 
das estimativas para um grande nº amostras será maior que  𝛽1.

𝑙𝑜𝑔 𝑠𝑎𝑙 = 𝛽0 + 𝛽1𝑒𝑑𝑢𝑐 + 𝑣 𝑐𝑜𝑚 𝑣 = 𝛽2𝑐𝑎𝑝𝑎𝑐𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒𝑠 + 𝑢
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Demonstração:

= 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑣𝑎𝑟 𝑈|𝑿 𝑿 𝑿𝑇𝑿 −1

𝑣𝑎𝑟 መ𝛽|𝑿 = 𝑣𝑎𝑟 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑈|𝑿 (𝛽 não é aleatório)     

Como 𝜎2 é um parâmetro desconhecido, 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽|𝑿 também o é. 

Recordando: መ𝛽 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑌 e 𝑌= 𝑿𝜷 + 𝑼 𝑣𝑒𝑚 መ𝛽 = 𝛽 + 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇𝑈;
v𝑎𝑟 𝑈|𝑿 = 𝜎2 𝐼

= 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇 𝜎2 I 𝑿 𝑿𝑇𝑿 −1

= 𝜎2 𝑿𝑇𝑿 −1 𝑿𝑇𝑿 𝑿𝑇𝑿 −1

𝐼

=

Para estimar 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽|𝑿 , matriz simétrica de dimensão 𝑘 + 1 ∗ 𝑘 + 1 bastará

estimar 𝜎2 pois a matriz 𝑿 é observável

Matriz das var/cov do estimador dos 𝑴𝑸 𝑶𝑳𝑺 :

𝜎2 𝑿𝑇𝑿 −1
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A variância condicionada de um dado መ𝛽𝑗 , 𝑗 = 1, 2,⋯ , 𝑘 ՜ 𝜎෡𝛽𝑗
2

é dada 

pelo elemento 𝑗, 𝑗 na diagonal principal da matrix 𝜎2 𝑿𝑇𝑿 −1

Matriz das var/cov do estimador dos 𝑴𝑸 𝑶𝑳𝑺 :

A covariância condicionada entre መ𝛽𝑖 e መ𝛽𝑟 é dada pelo elemento 𝑖, 𝑟 ou 𝑟, 𝑖 da 

matrix já que 𝑐𝑜𝑣 መ𝛽𝑖 , መ𝛽𝑟 = 𝑐𝑜𝑣 መ𝛽𝑟 , መ𝛽𝑖
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Para estimar 𝝈𝟐 utiliza-se:

Estimação de 𝝈𝟐:

Porquê este estimador?  

ෝ𝝈𝟐 =
σ ෝ𝒖𝒊

𝟐

𝒏 − 𝒌 − 𝟏
=

𝑼𝑻𝑼

𝒏 − 𝒌 − 𝟏
Estimador centrado para 𝝈𝟐

Observação: ෝ𝝈 - erro padrão da regressão

Sendo  𝜎2 = 𝑣𝑎𝑟 𝑢𝑖|𝒙 a solução natural seria considerar a variância observada
de 𝑢, 𝑆𝑢

2 ou 𝑆𝑢
′2 mas não sendo 𝑢 observável, recorre-se à utilização de  ො𝑢𝑖

introduzindo uma compensação no denominador para garantir que o estimador é 
centrado

A demonstração de 𝐸 ෝ𝝈𝟐 = 𝜎2 está fora do âmbito do curso
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A matriz estimada das variâncias / covariâncias condicionais de ෡𝜷 é:

Nota: No caso do 𝑀𝑅𝐿𝑆, ො𝜎෡𝜷1
2 =

ෝ𝜎2

σ𝑖=1
𝑛 𝑥𝑖− ҧ𝑥 2

Matriz estimada das var/cov de ෡𝜷:

ො𝜎෡𝜷𝑗 = ෞ𝑣𝑎𝑟 ෡𝜷𝑗 ՜ erro padrão do estimador ෡𝜷𝑗
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Verificadas as hipóteses MRL 1 a MRL 5, prova-se que, de entre os estimadores 
lineares e centrados, o estimador OLS é o de menor variância, sendo assim o mais 
eficiente. 

Teorema de Gauss Markov- estimador BLUE:

Estimador OLS é BLUE (Best Linear Unbiased Estimator)

Best ՜ menor variância

Linear ՜ Cada መ𝛽 é uma combinação linear dos 𝑦𝑖

መ𝛽 = 𝑿𝑇𝑿 −1𝑿𝑇

𝐴

𝑌 = ณ𝐴
𝑘+1 𝑥𝑛

𝑌֜ መ𝛽𝑗 =෍
𝑖=

𝑛

𝑎𝑖,𝑗 𝑦𝑖

Elemento 𝑖, 𝑗 de 𝐴

Unbiased ՜ 𝐸 መ𝛽|𝑿 = 𝛽
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Output EXCEL:
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Output Eviews:
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Output Eviews:



Modelo de Regressão Linear Múltipla

Inferência estatística sobre o modelo

𝛽𝑗

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 à 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑓𝑖𝑐â𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑒𝑠𝑡𝑎𝑡í𝑠𝑡𝑖𝑐𝑎 𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 𝑣𝑠 𝐻1: 𝛽𝑗 ≠ 0

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑎𝑜 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑙 ൝
𝐻0: 𝛽𝑗 ≥ 0 𝑣𝑠 𝐻1: 𝛽𝑗 < 0

𝐻0: 𝛽𝑗 ≤ 0 𝑣𝑠 𝐻1: 𝛽𝑗 > 0

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑎 𝑢𝑚 𝑣𝑎𝑙𝑜𝑟 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑢𝑙𝑎𝑟 ൞

𝐻0: 𝛽𝑗 = 𝑐 𝑣𝑠 𝐻1: 𝛽𝑗 ≠ 𝑐

𝐻0: 𝛽𝑗 ≥ 𝑐 𝑣𝑠 𝐻1: 𝛽𝑗 < 𝑐

𝐻0: 𝛽𝑗 ≤ 𝑐 𝑣𝑠 𝐻1: 𝛽𝑗 > 𝑐

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑎 𝑢𝑚𝑎 𝑐𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎çã𝑜 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

𝑠𝑢𝑏𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑜 𝑟𝑒𝑔𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟𝑒𝑠 ൞

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 à 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑓𝑖𝑐â𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑞 𝑐𝑜𝑒𝑓. (𝑠)

𝐻0: 𝛽𝑞+1 = 0, 𝛽𝑞+2 = 0,⋯ , 𝛽𝑘 𝑣𝑠 𝐻1: ∃ 𝛽𝑗 ≠ 0 (𝑗 = 𝑞 + 1,⋯ , 𝑘)

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 𝑎 𝑣á𝑟𝑖𝑎𝑠 𝑐𝑜𝑚𝑏𝑖𝑛𝑎çõ𝑒𝑠 𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟𝑒𝑠 𝑑𝑒 𝑐𝑜𝑒𝑓𝑖𝑐𝑖𝑒𝑛𝑡𝑒𝑠

𝑡𝑒𝑠𝑡𝑒 à 𝑠𝑖𝑔𝑛𝑖𝑓𝑖𝑐â𝑛𝑐𝑖𝑎 𝑐𝑜𝑛𝑗𝑢𝑛𝑡𝑎 𝑑𝑒 𝑡𝑜𝑑𝑜𝑠 𝑜𝑠 𝑟𝑒𝑔𝑟𝑒𝑠𝑠𝑜𝑟𝑒𝑠 (𝑣𝑎𝑙𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙𝑜)
𝐻0: 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑘 = 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: ∃ 𝛽𝑗 ≠ 0 (𝑗 = 1,⋯ , 𝑘)
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

𝑴𝑹𝑳 𝟔 − Distribuição normal da variável residual 𝑢𝑖|𝑋~𝑁 0, 𝜎2

Observações:

Hipótese forte porque 
implica normalidade dos 
resíduos, 𝐸 𝑢|𝒙 =0 (MLR4) 
e v𝑎𝑟 𝑢|𝒙 = var 𝑢 =𝜎2

(MLR5)

O estimador OLS, ෡𝜷 passa a ser
o mais eficiente entre os
estimadores centrados. 
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𝑴𝑹𝑳 𝟔 − Distribuição normal da variável residual 

Observações:

1. Esta hipótese é bastante mais forte que qualquer das outras já que, 
para além da distribuição normal implica MRL 4 e MRL 5. 
A independência entre 𝑢 e 𝒙 ՜ 𝐸 𝑢|𝒙 = 𝐸 𝑢 = 0

𝑣𝑎𝑟 𝑢|𝒙 = 𝑣𝑎𝑟 𝑢 = 𝝈𝟐

2. O conjunto de hipóteses MRL 1 a MRL 6 – Hipóteses clássicas MRL no 
quadro dos modelos seccionais 

3. No quadro das hipóteses MRL 1 a MRL 6 (Hipóteses clássicas MRL) o  

estimador ෡𝜷 para além de BLUE passa a ser também o mais eficiente de 
entre os estimadores centrados.
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Distribuição por amostragem do estimador OLS  ෡𝜷

Cada uma das 𝑖 = 1,2,⋯ , 𝑛 observações: 

Em termos matriciais: 𝑌|𝑿~𝑁 𝑿𝛽, 𝜎2𝑰 ֜

Já que, መ𝛽 = 𝑿𝑻𝑿
−𝟏
𝑌 é uma combinação linear de v.a.(s) com 

distribuição normal 

መ𝛽~𝑁 𝛽, 𝜎2 𝑿𝑇𝑿 −1

መ𝛽𝑗~𝑁 𝛽𝑗 , 𝜎෡𝛽𝑗
2

መ𝛽𝑗 − 𝛽𝑗

𝜎෡𝛽𝑗

~𝑁 0, 1Estandardizando, tem-se:
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Distribuição por amostragem do estimador OLS  ෡𝜷

Como 𝜎෡𝛽𝑗
é desconhecido tem de utilizar-se o estimador de 𝜎෡𝛽𝑗

՜

ො𝜎෡𝛽𝑗 pelo que se tem: መ𝛽𝑗 − 𝛽𝑗

ො𝜎෡𝛽𝑗
~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

Esta será a variável usada para fazer inferência sobre 𝛽𝑗:

- Variável fulcral em intervalos de confiança

- መ𝛽𝑗 - Estatística teste em ensaios de hipóteses
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

I𝐧𝐭𝐞𝐫𝐯𝐚𝐥𝐨 𝐝𝐞 𝐜𝐨𝐧𝐟𝐢𝐚𝐧ç𝐚 𝐩𝐚𝐫𝐚 𝜷𝒋

Variável fulcral ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

Intervalo de confiança a 1 − 𝛼 100% para 𝛽𝑗:

መ𝛽𝑗 − 𝑡 ൗ𝛼 2
ො𝜎෡𝛽𝑗;

መ𝛽𝑗 + 𝑡 ൗ𝛼 2
ො𝜎෡𝛽𝑗

Com 𝑡 Τ𝛼 2
: 𝑃 𝑇 𝑛−𝑘−1 > 𝑡 Τ𝛼 2

= Τ𝛼 2
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

I𝐧𝐭𝐞𝐫𝐯𝐚𝐥𝐨 𝐝𝐞 𝐜𝐨𝐧𝐟𝐢𝐚𝐧ç𝐚 𝐩𝐚𝐫𝐚 𝜷𝒋

Variável fulcral ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡(𝑛 − 𝑘 −
መ𝛽𝑗 − 𝑡 ൗ𝛼 2

ො𝜎෡𝛽𝑗;
መ𝛽𝑗 + 𝑡 ൗ𝛼 2

ො𝜎෡𝛽𝑗

Com 𝑡 Τ𝛼 2
: 𝑃 𝑇 𝑛−𝑘−1 > 𝑡 Τ𝛼 2

= Τ𝛼 2

Exemplo:

𝐼𝐶𝛽1
95% =?
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Ensaio de hipóteses 𝐩𝐚𝐫𝐚 𝜷𝒋

Estatística teste ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

S𝐢𝐠𝐧𝐢𝐟𝐢𝐜â𝐧𝐜𝐢𝐚 𝐝𝐞 𝒙𝒋֞𝒔𝒊𝒈𝒏𝒊𝒇𝒊𝒄â𝒏𝒄𝒊𝒂 𝒆𝒔𝒕𝒂𝒕í𝒔𝒕𝒊𝒄𝒂 𝜷𝒋

𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 ≠ 0

Estatística teste ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

Rejeitar 𝐻0 significa que 𝒙𝒋 é relevante para explicar o comportamento

de 𝑦

Nota: este teste figura nos outputs de computador
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

T𝐞𝐬𝐭𝐞 𝐚𝐨 𝐬𝐢𝐧𝐚𝐥 𝐝𝐞 𝜷𝒋

𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 > 0

Estatística teste ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

𝐻0: 𝛽𝑗 ≤ 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 > 0ou

𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 < 0 ou 𝐻0: 𝛽𝑗 ≥ 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 < 0

Testa um impacto positivo

Testa um impacto negativo

Atenção: a resposta é afirmativa quando se rejeita 𝐻0
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

T𝐞𝐬𝐭𝐞 𝐩𝐚𝐫𝐚 𝐮𝐦 𝐯𝐚𝐥𝐨𝐫 𝐩𝐚𝐫𝐭𝐢𝐜𝐮𝐥𝐚𝐫 𝐝𝐞 𝜷𝒋

𝐻0: 𝛽𝑗 = 𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 > 𝑐

Estatística teste ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

𝐻0: 𝛽𝑗 ≤ 𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 > 𝑐ou

𝐻0: 𝛽𝑗 = 𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 < 𝑐 ou 𝐻0: 𝛽𝑗 ≥ 𝑐 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 < 𝑐
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Ensaio de hipóteses 𝐩𝐚𝐫𝐚 𝜷𝒋
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Relevância prática de um regressor

𝐻0: 𝛽𝑗 = 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽𝑗 ≠ 0

Para além da significância estatística é necessário analisar a relevância 
prática do regressor, i. é, se 𝒙𝒋 tem um impacto efectivo sobre 𝑦

Um valor de 𝑡𝑗,𝑜𝑏𝑠 elevado que leve à rejeição de 𝐻0 pode derivar de: 

. Um valor elevado de 𝛽𝑗 combinado com um valor razoável de ො𝜎෡𝛽𝑗

. Um valor muito pequeno de ො𝜎෡𝛽𝑗 sem que 𝛽𝑗 assuma um valor 

relevante em termos práticos
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Relevância prática de um regressor: exemplo
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

T𝐞𝐬𝐭𝐞 𝐚𝐨 𝐬𝐢𝐧𝐚𝐥 𝐝𝐞 𝜷𝒋

𝐻0: 𝛽1 ≥ 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽1 < 0

Pretende-se testar se a área tem um impacto positivo sobre o preço

10000 $ por 10𝑚2 ֞1000 $/𝑚2

Estatística teste ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 88 − 2 − 1

85

𝑡𝑜𝑏𝑠 =
1.384 − 0

0.1489
= 9.295֜𝑃 𝑇 > 9.295 = 1

Exemplo:
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

𝐻0: 𝛽1 ≤ 1 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: 𝛽1 > 1

Pretende-se testar se um acréscimo de 10𝑚2 na área tem um impacto médio
esperado superior a 10000 𝑈𝑆$.

10000 $ por 10𝑚2 ֞1000 $/𝑚2

Estatística teste ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

~𝑡 88 − 2 − 1

85

𝑡𝑜𝑏𝑠 =
1.384 − 1

0.1489
= 2.579֜𝑃 𝑇 > 2.579 = 0.0058

T𝐞𝐬𝐭𝐞 𝐩𝐚𝐫𝐚 𝐮𝐦 𝐯𝐚𝐥𝐨𝐫 𝐩𝐚𝐫𝐭𝐢𝐜𝐮𝐥𝐚𝐫 𝐝𝐞 𝜷𝒋

Exemplo:
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Inferência estatística sobre a variância das variáveis residuais 

Estatística Teste: 𝑄 =
σ𝑖=1
𝑛 ෝ𝑢𝑖

2

𝜎2
=

𝑛−𝑘−1 ෝ𝜎2

𝜎2
~𝝌 𝑛−𝑘−1

2
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𝐻0: 𝛿 = 𝛽0𝑐0 + 𝛽1𝑐1 +⋯+ 𝛽𝑘

Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Observações:

1 – Os 𝑐𝑗 são os valores pré-fixadosem função do que se pretende testar 

2 – Exemplo: se no modelo 𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 𝛽0+𝛽1á𝑟𝑒𝑎 + 𝛽2𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 + 𝑢

se quisesse testar se o impacto de 10 𝑚2 de área equivale ao impacto de
1 quarto  ter-se-ia: 𝛿 = 10𝛽1 − 𝛽2 e testar-se-ia : 𝛿 = 0

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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A estimação de 𝛿 não levanta problema:  𝛿 = መ𝛽0𝑐0 + መ𝛽1𝑐1 +⋯+ መ𝛽𝑘

Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Cálculo da variância de መ𝛿: Aplicam-se as propriedades da variância da soma 

sem esquecer as covariâncias entre os መ𝛽𝑗

Em termos matriciais:

𝑣𝑎𝑟 መ𝛿 = 𝜎෡𝛿
2 = 𝑣𝑎𝑟 𝑐 መ𝛽 = 𝑐𝑣𝑎𝑟 መ𝛽 𝑐𝑇 = 𝜎2𝑐 𝑋𝑇𝑋 −1𝑐𝑇

መ𝛿~𝑁 𝛿, 𝜎෡𝛿
2

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Como 𝜎2 é desconhecido՜𝜎෡𝛿
2 também é desconhecido pelo que a 

distribuição por amostragem de መ𝛿 é dada por:

𝑇 =
መ𝛿 − 𝛿

ො𝜎෡𝛿
~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

Obtenção de ො𝜎෡𝛿: difícil porque muitos softwares não reportam a matriz 

estimada das var/cov de መ𝛽 e obriga a uma conta adicional

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Retorne-se ao exemplo:

Testar se o impacto de 10 𝑚2 de área equivale ao impacto de 1 quarto. 
𝛿 = 10𝛽1 − 𝛽2 𝐻0: 𝛿 = 0 contra 𝐻1: 𝛿 ≠ 0

Estatística teste: 𝑇 =
෡𝛿

ෝ𝜎෡𝛿
~𝑡 88 − 2 − 1

መ𝛿 = 10 መ𝛽1 − መ𝛽2 = 10 ∗ 1.836 − 15.121 = −1.285

ො𝜎෡𝛿
2 = 102𝜎෢𝛽1

2 + 𝜎෡𝛽2
2 − 2 ∗ 10 ∗ ො𝜎෡𝛽1+෡𝛽2

Matriz estimada 
das var/cov

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Recordando a matriz apresentada anteriormente:

ො𝜎෡𝛿
2 = 102 ො𝜎෢𝛽1

2 + ො𝜎෡𝛽2
2 − 2 ∗ 10 ∗ ො𝜎෡𝛽1+෡𝛽2

𝜎෡𝛿
2 = 1020.02218 + 90.0335 − 2 ∗ 10 ∗ −0.75203 = 107.29

𝑡෡𝛿,𝑜𝑏𝑠 =
መ𝛿

ො𝜎෡𝛿
=

−1.285

107.29
= 0.124

Valor-p= 0.9015

Não se rejeita 𝐻0

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Metodologia alternativa

Parte-se de 𝛿 = 10𝛽1 − 𝛽2՜𝛽2 = 10𝛽1 − 𝛿

Substitui-se 𝛽2 no modelo inicial por 10𝛽1 − 𝛿

𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 𝛽0 + 𝛽1á𝑟𝑒𝑎 + 10𝛽1 − 𝛿 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 + 𝑢

𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 𝛽0 + 𝛽1á𝑟𝑒𝑎 + 10𝛽1𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 − 𝛿𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 + 𝑢

𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 𝛽0 + 𝛽1 á𝑟𝑒𝑎 + 10𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 − 𝛿𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 + 𝑢

𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥
∗ + −𝛿 𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠 + 𝑢 e estima-se este novo modelo

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Teste à existência de uma combinação linear dos coeficientes de regressão

Note-se que o valor መ𝛽1 na linha de 𝑥∗ não se alterou em relação ao modelo inicial 

Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear
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Modelo de Regressão Linear Múltipla
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à existência de q combinações lineares dos coeficientes
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Teste à significância conjunta de q coeficientes
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à significância conjunta de q coeficientes

𝐻0: 𝛽𝑞+1 = 0, 𝛽𝑞+2 = 0,⋯ , 𝛽𝑘 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: ∃ 𝛽𝑗 ≠ 0 (𝑗 = 𝑞 + 1,⋯ , 𝑘)

Estratégia de teste:
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Para tal concebe-se um teste em 3 passos:

1 – estimar o modelo sem restricções , i.é, com todos os regressores e obter: 

𝑆𝑆𝑅 𝑛𝑟= σ𝑖=1
𝑛 ො𝑢𝑖

2

2 – estimar o modelo , i.é, eliminando os regressores

considerados nulos e obter: 𝑆𝑆𝑅 𝑟 = σ𝑖=1
𝑛

3 – Comparar os modelos 
utilizando a estatística teste: 𝐹 =

Τ𝑆𝑆𝑅 𝑟 − 𝑆𝑆𝑅 𝑛𝑟 𝑘 − 𝑝

𝑚

Τ𝑆𝑆𝑅 𝑛𝑟 𝑛 − 𝑘 − 1
~𝐹 𝑚,𝑛−𝑘−1

Teste à significância conjunta de q coeficientes

Inferência estatística - O modelo de regressão linear

A região de rejeição situa-se na aba direita da distribuição 𝐹.
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Não rejeitar a hipótese nula significa que os q regressores não tem 
qualquer impacto sobre a variável dependente pelo que se podem 
retirar do modelo

Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à significância conjunta de q coeficientes

𝐻0: 𝛽𝑞+1 = 0, 𝛽𝑞+2 = 0,⋯ , 𝛽𝑘 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: ∃ 𝛽𝑗 ≠ 0 (𝑗 = 𝑞 + 1,⋯ , 𝑘)

Nota:
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à significância conjunta de q coeficientes
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Teste à significância conjunta de todos os regressores

𝐻0: 𝛽1 = 𝛽2 = ⋯ = 𝛽𝑘 = 0 𝑐𝑜𝑛𝑡𝑟𝑎 𝐻1: ∃ 𝛽𝑗 ≠ 0 (𝑗 = 1,⋯ , 𝑘)

Não rejeitar a hipótese nula corresponde a verificar que o modelo proposto não é 
adequado, na sua globalidade, para descrever o comportamento do regressando.

Estatística teste: 𝐹 =
Τ𝑅2 𝑘

Τ1−𝑅2 𝑛−𝑘−1
=

Τ𝑆𝑆𝐸 𝑘

Τ𝑆𝑆𝑅 𝑛−𝑘−1
~𝐹 𝑘,𝑛−𝑘−1

A região de rejeição situa-se na aba direita da distribuição 𝐹.

A não  rejeição da hipótese 𝐻0 leva a que o modelo deva ser posto de parte.

Utiliza-se a estratégia de teste anterior mas o modelo com restricções não precisa
de ser estimado já que não incluindo qualquer variável se tem: 𝑅𝑟

2 = 0, 𝑆𝑆𝑅 𝑟 =

𝑆𝑆𝑇 porque 𝑆𝑆𝐸 𝑟 = 0, pelo que :                                                         



Comentários:
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• Se o teste individual de cada um dos coeficientes incluídos em 𝐻0
não rejeita a nulidade e o teste conjunto a rejeita, desconfiar de uma
possível multicolinearidade

Inferência estatística - O modelo de regressão linear

• A situação inversa, não se rejeita a nulidade conjunta de todos os
regressores, com o teste 𝐹 , mas rejeita-se a nulidade para um
particular coeficiente pelo teste t, também é possível, mas neste caso
é geralmente preferível confiar no teste t.
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à existência de várias combinações lineares dos coeficientes –
caso geral
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à existência de várias combinações lineares dos coeficientes –
caso geral
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Inferência estatística - O modelo de regressão linear

Teste à existência de várias combinações lineares dos coeficientes –
caso geral
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Propriedades assimptóticas do MRLM
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Propriedades assimptóticas do MRLM

Consistência do estimador OLS
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Propriedades assimptóticas do MRLM

Consistência do estimador OLS

Não se verificando a hipótese MRL 4 em relação a uma qualquer 
variável 𝒙𝑗 diz-se que a variável é endógena. Que existe 

endogeneidade no modelo (por oposição a exogeneidade quando a 
hipótese se verifica)
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Propriedades assimptóticas do MRLM

Consistência do estimador OLS Omissão de var.(s) relevantes
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Variáveis explicativas omitidas e Variáveis explicativas irrelevantes 

Quando da escolha dos regressores a incluir no modelo deve ter-se em 
conta que:

. Regressores em excesso deram redução de eficiência

. Omissão de regressores ( tendo em conta que o seu impacto estará 

incluido na var. residual) gera:
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Teste assintótico para um 𝜷𝒋

A normalidade dos estimadores OLS deriva da normalidade da distribuição 
dos resíduos na população.  Se os resíduos seguem uma distribuição não 

normal ՜ መ𝛽𝑗 não tem distribuição normal pelo que a estatística 𝑡 não tem 

distribuição t-Student e a estatística 𝐹 não tem distribuição F-Snédecor. 

Exemplo 4.6:

Percentagens de participação em 
planos de pensões - prate

A distribuição de frequências de
Prate está longe de ser normal.

O que fazer?
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Teste assintótico para um 𝜷𝒋 - TLC (grandes amostras)

Estatística teste: ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

ሶ~𝑁 0. 1

Estatística teste: ՜ 𝑇 =
෡𝛽𝑗−𝛽𝑗

ෝ𝜎෡𝛽𝑗

ሶ~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1

Também se pode utilizar:

Observação: Esta abordagem também se aplica, sem dificuldade 
quando se quer fazer inferência sobre uma combinação linear de 𝛽𝑗. 

Estatística teste: ՜ 𝑇𝑗 =
෡𝛿−𝛿

ෝ𝜎෡𝛿
ሶ~𝑁 0. 1 ou 𝑇𝑗 =

෡𝛿−𝛿

ෝ𝜎෡𝛿
ሶ~𝑡 𝑛 − 𝑘 − 1



Modelo de Regressão Linear Múltipla
Testes assintóticos para um conjunto de coeficientes

. Pode aplicar-se o teste LM (Lagrange Multiplier) que apenas 

envolve o modelo restrito supondo q restrições.
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Teste Lagrange Multiplier - exemplo

Retoma-se o exemplo dos salários dos jogadores de baseball que se usou pra o “teste 
à significância de q coef.(s)” e vai testar-se:
𝐻0: 𝛽3 = 𝛽4 = 𝛽5 = 0 𝑣𝑠 𝐻1: ∃𝛽𝑗 ≠ 0 𝑗 = 3, 4, 5

1. Estimação do 
modelo restrito:

2. Estima-se a 
regressão dos 
resíduos deste 
modelo em todas as 

variáveis 𝑥𝑗
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Teste Lagrange Multiplier – exemplo (continuação)
2. Estima-se a regressão dos resíduos deste modelo em todas as variáveis 𝑥𝑗

𝐿𝑀𝑜𝑏𝑠 = 353 ∗ 0.0762… = 26.92 𝑞0.05 = 7.814 (3𝑔. 𝑙. )

𝑉𝑎𝑙𝑜𝑟 − 𝑝 = 𝑃 𝐿𝑀 ≥ 26.92 = 6.11𝐸−06֜𝑟𝑒𝑗𝑒𝑖𝑡𝑎 − 𝑠𝑒 𝐻0
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Teste Lagrange Multiplier para os k declives
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Propriedades do estimador OLS - Síntese
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Previsão

Modelo ՜ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

𝐸 𝑦|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

Modelo estimado ՜ ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Como prever, usando o modelo estimado?

Duas questões:

1. O que prever? O valor de 𝑦 ou  𝐸 𝑦|𝑥 ?

2. Como prever? Previsão pontual ou por intervalos

Em qualquer dos casos assume-se que os valores das variáveis 
explicativas são conhecidos 𝑥1 = 𝑐1, ⋯ , 𝑥𝑘 = 𝑐𝑘
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Previsão em média - 𝑬 𝒚|𝒙 = 𝒄

𝐸 𝑦|𝑥 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘

Previsão pontual: ෣𝐸 𝑦|𝑥 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑐1 + መ𝛽2𝑐2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑐𝑘

Nota: 𝐸 𝑦|𝒙 = 𝒄 =𝜃0 = 𝛽0 + 𝛽1𝑐1 + 𝛽2𝑐2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑐𝑘 pode ser
considerada uma combinação linear de 𝛽𝑗.

Previsão por intervalos:

Prever ՜ 𝜃0= 𝛽0 + 𝛽1𝑐1 + 𝛽2𝑐2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑐𝑘

Previsor ՜ ෠𝜃0= መ𝛽0 + መ𝛽1𝑐1 + መ𝛽2𝑐2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑐𝑘
É necessário obter ෞ𝜎෡𝜃0 =?



Dois métodos:
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Previsão em média - 𝑬 𝒚|𝒙 = 𝒄

Previsão por intervalos – obtenção ෞ𝝈෡𝜽𝟎 :

1. Recorrer à matriz estimada das variâncias- covariâncias dos መ𝛽𝑗

2. Utilizar a regressão auxiliar: 

. Fazer 𝛽0 = 𝜃0 − 𝛽1𝑐1 − 𝛽2𝑐2 −⋯− 𝛽𝑘𝑐𝑘

. Construir a regressão auxiliar substituindo  𝛽0 pela expressão

anterior  𝛽0 = 𝜃0 − 𝛽1𝑐1 − 𝛽2𝑐2 −⋯− 𝛽𝑘𝑐𝑘

y = 𝜃0 + 𝛽1 𝑥1 − 𝑐1 +⋯+ 𝛽𝑘 𝑥𝑘 − 𝑐𝑘 + 𝑢

. Ao estimar-se a regressão obtém-se directamente ෡𝜽𝟎 e ෞ𝝈෡𝜽𝟎
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Previsão em média - 𝑬 𝒚|𝒙 = 𝒄 - exemplo:    

Voltemos ao exemplo do preço de um imóvel como função da área, 
quadrado da área e nº quartos.

Pretende-se obter uma previsão por intervalos com um grau de confiança 
de 95% para o valor esperado de um imóvel com 4 quartos e 220 𝑚2.

𝐼. 𝑃𝑟𝑒𝑣෡𝜽𝟎
95% = ෡𝜽𝟎 − 𝑡 ൗ𝛼 2

ෞ𝝈෡𝜽𝟎;
෡𝜽𝟎 + 𝑡 ൗ𝛼 2

ෞ𝝈෡𝜽𝟎
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Previsão em média - 𝑬 𝒚|𝒙 = 𝒄 - exemplo (continuação):    
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Previsão pontual para um caso particular 𝒚|𝒙 = 𝒄

Modelo ՜ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Problema: prever ՜ 𝑦0 = 𝛽0 + 𝛽1𝑐1 + 𝛽2𝑐2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑐𝑘 + 𝑢0

Previsor pontual ՜ ො𝑦0 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑐1 + መ𝛽2𝑐2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑐𝑘 𝐸 𝑢0 = 0

Erro de Previsão ՜ Ƹ𝑒0 = 𝑦0 − ො𝑦0 = 𝜃0 + 𝑢0 − ෠𝜃0 = 𝜃0 − ෠𝜃0 + 𝑢0

. E ෝ𝑒0 = 𝐸 𝜃0 − መ𝜃0 + 𝑢0 = 𝐸 𝜃0 − መ𝜃0 + 𝐸 𝑢0 = 0

. var ෝ𝑒0 = 𝑣𝑎𝑟 𝜃0 − መ𝜃0 + 𝑢0 = 𝑣𝑎𝑟 መ𝜃0 + 𝑣𝑎𝑟 𝑢0

= 𝑣𝑎𝑟 መ𝜃0 + 𝜎2

pois ෠𝜃0 é uma combinação linear መ𝛽𝑗 e 𝑢0 é não correlacionado com os 𝑢𝑖 da amostra
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Previsão por intervalos para um caso particular 𝒚|𝒙 = 𝒄

Modelo ՜ 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Problema: prever ՜ 𝑦0 = 𝛽0 + 𝛽1𝑐1 + 𝛽2𝑐2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑐𝑘 + 𝑢0

Previsor pontual ՜ ො𝑦0 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑐1 + መ𝛽2𝑐2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑐𝑘

Erro de Previsão ՜ Ƹ𝑒0 = 𝑦0 − ො𝑦0, E ෝ𝑒0 =0, var ෝ𝑒0 = 𝑣𝑎𝑟 መ𝜃0 + 𝜎2

. Hip. MRL 6, Ƹ𝑒0~𝑁 0, 𝑣𝑎𝑟 መ𝜃0 + 𝜎2 , então tem-se: 

𝑦0 − ො𝑦0

ො𝜎෡𝜽𝟎
2 + ො𝜎2

~𝑡 𝑛−𝑘−1 𝐼. 𝑃𝑟𝑒𝑣෡𝜽𝟎
95% = ො𝑦0 − 𝑡 ൗ𝛼 2

ො𝜎෡𝜽𝟎
2 + ො𝜎2; ො𝑦0 + 𝑡 ൗ𝛼 2

ො𝜎෡𝜽𝟎
2 + ො𝜎2
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Previsão pontual para um caso particular 𝒚|𝒙 = 𝒄 - exemplo

Como é habitual, ො𝜎2 é muito maior que ො𝜎෡𝜽𝟎
2 o que tende a gerar 

intervalos com amplitude excessiva ՜ fraca utilidade

𝐼. 𝑃𝑟𝑒𝑣𝒚𝟎
95% = 205.473; 454.939

, ො𝑦0=330.206, ො𝜎෡𝜽𝟎
2 = 10.7257172, ො𝜎෡𝜽𝟎

2 + ො𝜎2 = 62.7235

𝐼. 𝑃𝑟𝑒𝑣෡𝜽𝟎
95% = 330.206 − 1.96 ∗ 62.7235; 330.206 + 1.96 ∗ 62.7235
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Previsão pontual para um caso particular 𝒚|𝒙 = 𝒄 - exemplo

Como referido anteriormente, a amplitude do intervalo de previsão 
vai depender de 3 factores:

1. A previsão para um caso 
particular ou previsão em média 

2. O nível de confiança

3. Os valores das variáveis 
explicativas. Quanto mais 
próximos das médias amostrais, 
menor a amplitude.

Gráfico ilustra a situação fazendo 
variar área com quartos=4
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Previsão:  ln(y) é a variável dependente
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Previsão:  ln(y) é a variável dependente

Previsão pontual: situação mais delicada pois 𝐸 𝑙𝑛𝑦|𝒙 ≠ 𝑙𝑛𝐸 𝑦|𝒙 . 

Prova-se que 𝐸 𝑙𝑛𝑦|𝒙 < 𝑙𝑛𝐸 𝑦|𝒙 . 

Aplicando a transformação inversa tem-se: 𝑒𝐸 𝑙𝑛𝑦|𝒙 < 𝑒𝑙𝑛𝐸 𝑦|𝒙 , 
isto é, a uma sub-previsão

Como corrigir este enviesamento?

Se a hipótese de normalidade dos resíduos não levantar problemas, a 
solução óptima consiste em utilizar:

ො𝑦 = ෣𝐸 𝑦|𝑥 = 𝑒
ෝ𝜎2

2 ∗ 𝑒
෢𝑙𝑛𝑦

Previsor enviesado mas consistente
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Previsão:  ln(y) é a variável dependente

Caso se procure uma solução que não dependa tanto da normalidade 
dos resíduos (grandes amostras) a solução passa por estimar a 

constante de proporcionalidade entre ො𝑦 e 𝑒
෢𝑙𝑛𝑦 em vez de 𝑒

ෝ𝜎2

2

Assim:

1. Obter 𝑚𝑖 = 𝑒
෢𝑙𝑛𝑦 para os 𝑛 valores da amostra

2. Estimar o parâmetro 𝛼0 da regressão simples sem termo independente
𝑦𝑖 = 𝛼0𝑚𝑖 obtendo-se ො𝛼0

Previsor enviesado mas consistente

3. As previsões pontuais para 𝑦 ou 𝐸 𝑦|𝑥 serão dadas por ො𝑦 = ො𝛼0𝑒
෢𝑙𝑛𝑦
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Previsão:  ln(y) é a variável dependente - exemplo
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Previsão:  ln(y) é a variável dependente - exemplo
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Previsão:  ln(y) é a variável dependente - exemplo



Modelo de Regressão Linear Múltipla

Previsão:  ln(y) é a variável dependente - exemplo

Regressão auxiliar:
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Complementos sobre a forma funcional

Este tópico cobre o essencial das secções 6.1, 6.2 e 6.3 e também a 
secção 9.1, pontos que se podem mostrar interessantes em termos de 
modelação de determinado fenómeno. Destacam-se 5 pontos:

. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

. Uma segunda leitura das transformações logaritmicas

. Introdução de termos quadráticos no MRLM

. Introdução de termos de interacção no MRLM

. Teste RESET
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. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

Modelo: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Modelo estimado: 𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥2 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Questão? O que acontece aos coeficientes do modelo quando se 
alteram as unidades em que são medidas uma ou mais 
variáveis?
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. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

Alteração em 𝒚 ՜ 𝒚∗ = 𝒄𝒚

Modelo inicial: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Novo modelo:𝑦∗ = 𝑐𝑦 = 𝑐 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

= 𝑐𝛽0 + 𝑐𝛽1𝑥1 + 𝑐𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝑐𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑐𝑢

= 𝛽0
∗ + 𝛽1

∗𝑥1 + 𝛽2
∗𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘

∗𝑥𝑘 + 𝑢∗

Repare-se que 𝐸 𝑐𝑢 = 𝑐𝐸 𝑢 = 0 (MRL 3 mantém-se)                           
var 𝑐𝑢 = 𝑐2𝑣𝑎𝑟 𝑢 = 𝑐2𝜎2 (essência MRL 4 mantém-se)

Ir-se-á obter 𝛽𝑗
∗ = 𝑐 መ𝛽𝑗 e ො𝑢𝑖

∗ = 𝑐ො𝑢𝑖 ՜ ො𝜎෡𝛽𝑗
∗ = 𝑐 ො𝜎෡𝛽𝑗 , 𝑆𝑆𝑇

∗ = 𝑐2SST, 𝑆𝑆𝑅∗ = 𝑐2SSR,

mantendo-se inalterados o coef. Correlação quer os coeficientes de determinação.
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. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

Exemplo: Regressem ao modelo explicação preços dos imóveis, 
multipliquem-nos por 1000 e voltem a estimar o modelo.

Suponham agora que 𝑦∗ = 𝑦 − 𝑐. O que aconteceria?

𝑅2 = 0.6319
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. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

𝑅2 = 0.6319



Modelo de Regressão Linear Múltipla
. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

𝑅2 = 0.6319



Alteração em 𝒙𝒋 ՜ 𝒙𝒋
∗ = 𝒄𝒙𝒋 e façamos sem perda de generalidade 𝒋=1 

Modelo de Regressão Linear Múltipla
. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

Modelo inicial: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Novo modelo: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1
𝑥1

∗

𝑐
+ 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

= 𝛽0 +
𝛽1
𝑐
𝑥1

∗ + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

= 𝛽0 + 𝛽1
∗𝑥1

∗ + 𝛽2𝑥2 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

𝛽1
∗ =

𝛽1

𝑐
;Ter-se-á apenas 2 alterações: ො𝜎෡𝛽1

∗ =
ො𝜎෡𝛽1
𝑐

rácio t não se altera՜ não se altera a significância estatística do 
regressor
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. Efeitos da alteração de escala (numa ou mais variáveis) no MRLM

Exemplo: Sabendo que 𝑚2 = 10.764𝑝é𝑠2 multiplique 𝑥1 por este valor 
e comprove que apenas መ𝛽1 e ො𝜎෡𝛽1 se alteram



Modelo de Regressão Linear Múltipla
. Complementos sobre o uso de logaritmos

Quando ∆𝑥2 são grandes os %∆ො𝑦 exactos ≠ 𝑠 dos aproximados
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. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da semi-elasticidade constante ෡𝜷𝟐

Modelo inicial: ෢𝑙𝑛𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑙𝑛𝑥1 + መ𝛽2𝑥2

Modelo pós-incremento: ෣𝑙𝑛𝑦∗ = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑙𝑛𝑥1 + መ𝛽2 𝑥2 + ∆𝑥2

como෣𝑙𝑛𝑦∗ − ෢𝑙𝑛𝑦 =
෣
𝑙𝑛

𝑦∗

𝑦

෣
= 𝑙𝑛

𝑦+∆𝑦

𝑦
= 𝑙𝑛 1 +

∆ ො𝑦

ො𝑦

então෣𝑙𝑛𝑦∗ − ෢𝑙𝑛𝑦 = መ𝛽2∆𝑥2
෣

֞𝑙𝑛 1 +
∆ ො𝑦

ො𝑦
= መ𝛽2∆𝑥2

1 +
∆ ො𝑦

ො𝑦
= 𝑒

෡𝛽2∆𝑥2 ֞
∆ ො𝑦

ො𝑦
= 𝑒

෡𝛽2∆𝑥2-1, 

isto é, %∆ො𝑦 = 100 𝑒
෡𝛽2∆𝑥2−1 pelo que ∆𝑥2= 1 ՜ %∆ො𝑦 = 100 𝑒

෡𝛽2∆𝑥2−1
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. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da semi-elasticidade constante ෡𝜷𝟐- exemplo

Pelo que,  ∆𝑥2= 1 ՜ %∆ො𝑦 = 100 ∗ 0.038 = 3.8% (variação aproximada)

A variação exacta será: ∆𝑥2= 1 ՜ %∆ො𝑦 = 100 𝑒
෡𝛽2∆𝑥2−1 = 3.873%

A diferença entre o valor aproximado e o valor exacto poderá não ser 

muito significativa se መ𝛽2 e e ∆𝑥2 tiverem valores pequenos mas será
significativa no caso contrário

Modelo inicial: ෣𝑙𝑛 𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 1.289 − 0.810𝑙𝑛 á𝑟𝑒𝑎 + 0.038𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠

A variação exacta será: ∆𝑥2= 5 ՜ %∆ො𝑦 = 100 𝑒
෡𝛽2∆𝑥2−1 = 20.925%

Pelo que,  ∆𝑥2= 5 ՜ %∆ො𝑦 = 100 ∗ 5 ∗ 0.038 = 19% (variação aproximada)
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. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da elasticidade constante ෡𝜷𝟏

Modelo inicial: ෢𝑙𝑛𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑙𝑛𝑥1 + መ𝛽2𝑥2

Modelo pós-incremento: ෣𝑙𝑛𝑦∗ = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑙𝑛 𝑥1 + ∆𝑥1 + መ𝛽2𝑥2

como෣𝑙𝑛𝑦∗ − ෢𝑙𝑛𝑦 = 𝑙𝑛 1 +
∆ ො𝑦

ො𝑦
= መ𝛽1𝑙𝑛

𝑥1+∆𝑥1

𝑥1
= መ𝛽1𝑙𝑛 1 +

∆𝑥1

𝑥1
= 𝑙𝑛 1 +

∆𝑥1

𝑥1

෡𝛽1

Logo, 1 +
∆ ො𝑦

ො𝑦
= 1 +

∆𝑥1

𝑥1

෡𝛽1
֞

∆ ො𝑦

ො𝑦
= 1 +

∆𝑥1

𝑥1

෡𝛽1
− 1

isto é, %∆ො𝑦 = 100 1 +
∆𝑥1

𝑥1

෡𝛽1
− 1 ֜%∆𝑥1 = 1 ՜ %∆ො𝑦 = 100 1 + 0.01

෡𝛽1 − 1



Modelo de Regressão Linear Múltipla

. Complementos sobre o uso de logaritmos

Caso da elasticidade constante ෡𝜷𝟏- exemplo

Modelo inicial: ෣𝑙𝑛 𝑝𝑟𝑒ç𝑜 = 1.289 − 0.810𝑙𝑛 á𝑟𝑒𝑎 + 0.038𝑞𝑢𝑎𝑟𝑡𝑜𝑠

Pelo que,  %∆𝑥1= 1 ՜ %∆ො𝑦 = 0.810% (variação aproximada)

A variação exacta será: %∆𝑥1= 1 ՜ %∆ො𝑦 = 100 1 + 0.01 0.810 − 1
= 0.809%

Pelo que,  %∆𝑥1= 5 ՜ %∆ො𝑦 = 0.810 ∗ 5 = 4.05% (variação aproximada)

A variação exacta será: %∆𝑥1= 1 ՜ %∆ො𝑦 = 100 1 + 0.05 0.810 − 1
= 4.03%
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. Complementos sobre o uso de logaritmos
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. Logaritmizar ou não as variáveis

Algumas regras práticas:

. Logaritmizar 𝑦 pode reduzir uma possível assimetria ou o peso de alguns outliers
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. Termos quadráticos:

Ideia ՜ “suavizar” o impacto marginal da variável 𝑥𝑗 na variável 𝑦 pela 

introdução de um termo quadrático
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. Termos quadráticos:

MRLM: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 + 𝛽2𝑥1
2 ++𝛽3𝑥3 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢

Modelo estimado: ො𝑦 = መ𝛽0 + መ𝛽1𝑥1 + መ𝛽2𝑥1
2 + መ𝛽3𝑥3 +⋯+ መ𝛽𝑘𝑥𝑘

Impacto de 𝑥1em ො𝑦 será dado por:  
𝔡 ො𝑦

𝔡𝑥1
= መ𝛽1+2 መ𝛽2𝑥1

Isto é, deixa de ser 
constante e pode mesmo 
trocar de sinal
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. Termos quadráticos – exemplo:
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. Termos quadráticos – exemplo:

Usando dados do ficheiro WAGE1, estimou-se:

Do quadro anterior retira-se que o impacto de 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟 no salário será

positivo enquanto 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟 <
0.205

2∗0.004
= 24.82.

A experiência profissional cresce até aos 24.82 anos experiência e 
decresce a partir daí.

Vale a pena considerar aqui o possível efeito da variável idade (omitida 
no modelo). A sua omissão conjugada com a correlação com 𝑒𝑥𝑝𝑒𝑟
pode levantar problemas de endogeneidade.
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Interacção entre variáveis explicativas

Impacto de 𝑥1em ො𝑦 será dado por:  
𝔡 ො𝑦

𝔡𝑥1
= መ𝛽1+ መ𝛽3𝑥2

O impacto parcial de 𝑥1em ො𝑦 depende de 𝑥2 (e inversamente)  
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Interacção entre variáveis explicativas – exemplo:
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Interacção entre variáveis explicativas

Repare-se que:
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Teste à forma funcional – RESET

Modelo: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢
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Teste à forma funcional – RESET

1. Estimar o modelo: 𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝑢 e guardar os ො𝑦𝑖

2. Definir o modelo auxiliar: 
𝑦 = 𝛽0 + 𝛽1𝑥1 +⋯+ 𝛽𝑘𝑥𝑘 + 𝛾1 ො𝑦

2 + 𝛾2 ො𝑦
3 + 𝜀

3. Testar: 𝐻0: 𝛾1 = 𝛾2 = 0 contra   𝐻1: 𝛾1 ≠ 0 𝑜𝑢 𝛾2 ≠ 0

Utilizar o teste F para a nulidade de um subconjunto de parâmetros 
(regressores). O teste F pode ser feito com base na variação residual 
(SSR) ou no 𝑅2 uma vez que a variável dependente é a mesma nas
duas regressões. Também se pode utilizer o teste LM.

Nota: A rejeição de 𝐻0 requer que se procure uma forma functional 
alternativa
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Teste à forma funcional – RESET

Comentários:
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Teste à forma funcional – RESET
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Teste à forma funcional – RESET
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Teste à forma funcional – RESET
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Teste à forma funcional – RESET
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Teste à forma funcional – RESET
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Heterocedasticidade O que é?

A variância pode:

. modelar-se como função (total ou parcialmente conhecida) das 

variáveis explicativas (𝑣𝑎𝑟 𝑢|𝒙 = 𝜎2ℎ 𝒙 )

. depender de variáveis que não estão no modelo, i.é, as variáveis 

que explicam a variância podem não ser as mesmasque explicam o 
valor esperado 

. Pode ter padrão desconhecido
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Heterocedasticidade O que é?
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Heterocedasticidade Porque acontece?
. Má especificação do modelo, nomeadamente:

. ausência de algumas variáveis relevantes

. Não transformação de variáveis (logaritmização)

. Natureza do problema

É natural que um modelo onde a poupança de um agregado familiar 
é explicada pelo rendimento disponível do agregado sofra de 
heterocedasticidade por não ter em conta uma diferente dimensão 
do agregado familiar ou o número de elementos com menos de 22 
anos e que a heterocedasticidade seja de alguma forma 
proporcional ao rendimento disponível. Maior rendimento 
disponível estará associado a maior variabilidade na poupança.
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Heterocedasticidade Que consequências?

Ao cair a hipótese MRL 5, o estimador MMQ(OLS) (𝛽)

. continua a ser centrado e consistente (MRL 1 a MRL 4)

. deixa de ser o mais eficiente

. A estimação da variância do estimador, tal como vimos, deixa de 

ser válida
. As estatísticas t e F deixam de ter distribuição de t-Student e f-

Snédecor, respectivamente

. Mantém-se válidas as estatísticas 𝑅2 𝑒 ത𝑅2

Nota: assume-se que se mantém as restantes hipóteses do MRL, 
nomeadamente, MRL 6 e MRL 2՜ ausência correlação entre os 𝑢𝑖 ՜
matriz das variâncias/covariâncias dos 𝑢𝑖é diagonal  
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Heterocedasticidade Que soluções?

A solução está dependente do conhecimento que se tenha (ou não) da 
razão pela qual ela existe.

1. Se se pode assumir que 𝑣𝑎𝑟 𝑢|𝒙 = 𝜎2ℎ 𝒙 , com ℎ 𝒙
conhecida, substitui-se MRL 5 por uma hipótese mais fraca MRL5’

Os resultados irão depender da validade desta nova hipótese.  

Homocedasticidade corresponde a assumir ℎ 𝒙 = 𝟏

skedastic function

Assim, tem-se 2 alternativas:

. 1. Estimação robusta – assumir 𝑣𝑎𝑟 𝑢𝑖|𝒙 = 𝜎𝑖
2

. 2. Estimação por GLS (skedastic function conhecida)

assumir 𝑣𝑎𝑟 𝑢𝑖|𝒙 = 𝜎2ℎ 𝒙
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Heterocedasticidade: estimação robusta

መ𝛽 = 𝑋𝑇𝑋 −1𝑋𝑇𝑌 continuam a ser centrados e consistentes

É necessário apenas corrigir a respectiva variância de modo a que o teste t
seja válido

Como estimar a 𝑣𝑎𝑟 መ𝛽 ?

.
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Heterocedasticidade: estimação robusta
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Heterocedasticidade: estimação robusta
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Heterocedasticidade: estimação robusta

O estimador para a matriz das variâncias covariâncias de መ𝛽, será: 

Que se demonstra ser um estimador consistente

[Wooldrige] Uma forma alternativa, mais fácil, de obter os elementos da 
diagonal principal desta matriz consiste em calcular:

ǁ𝑟𝑖,𝑗
2 - resíduos da regressão de 𝑥𝑗 nas

restantes variáveis explicativas
෍

𝑖=1

𝑛

෤𝑟𝑖,𝑗
2
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Heteroscedaticidade: estimação robusta de 𝒗𝒂r ෡𝜷

Solução 1:

Com base nesta regressão obtiveram-se os ො𝑢𝑖 e contruiu-se ෠Σ = 𝑑𝑖𝑎𝑔 ො𝑢𝑖
2 . 

Recorrendo ao software R obteve-se:

Isto. É, os erros padrão robustos para መ𝛽1 e መ𝛽2 são respectivamente: 0.2075 
e 8.8118
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Heteroscedaticidade: estimação robusta de 𝒗𝒂r ෡𝜷
Solução 2:
Com base na regressão original obtiveram-se os ො𝑢𝑖
Como se tem 2 parâmetros são necessárias 2 regressões auxiliares:

Nota: 

Recorre-se normalmente a software para calcular os erros padrão 
robustos à heteroscedaticidade.
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Heteroscedaticidade: estimação robusta de 𝒗𝒂r ෡𝜷

Estes estimadores são conhecidos como White, Huber ou Eicker (ou 
combinações de 2 ou 3 destes nomes)
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Heteroscedaticidade: estimação robusta de 𝒗𝒂r ෡𝜷

Output EVIEWS
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Heterocedasticidade: estimação robusta
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Heterocedasticidade: estimação WLS e GLS
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Heterocedasticidade: estimação WLS
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Heterocedasticidade: estimação WLS

Notas: - O modelo transformado não tem termo constante
- Interpretação dos 𝛽 𝑠 é feita em função do modelo original
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Heterocedasticidade: estimação WLS
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Heterocedasticidade: estimação WLS
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Heterocedasticidade: estimação WLS     EXCEL
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Heterocedasticidade: testes para detecção
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Heterocedasticidade: testes para detecção

Assume que heterocedasticidade é função das variáveis 
explicativas.
Nota: pode restringir-se a um subconjunto destas se se pensar 
que a heterocedasticidade está relacionada apenas com este 
subconjunto. 
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Heterocedasticidade: testes para detecção
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Heterocedasticidade: testes para detecção

ou

onde 𝑚 corresponde ao número de declives na regressão auxiliar 

Breusch-Pagan՜ 𝑚 = 𝑘 White simplificado ՜ 𝑚 = 2

White simplificado ՜ 𝑚 = 𝑘 + 𝑘 +
𝑘 𝑘+1)

2
=

𝑘 𝑘+3)

2
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Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 1
BP Output Eviews

Rejeita-se 
homocedasticidade
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Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 1
White Output Eviews

Rejeita-se 
homocedasticidade



Modelo de Regressão Linear Múltipla

Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 1
White simplificado

𝐿𝑀𝑜𝑏𝑠 = 88 ∗ 0.012779
𝑝 − 𝑣𝑎𝑙𝑢𝑒 = 0.570
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Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 2
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Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 2 (cont.)

Não se rejeita 𝐻0 Existe evidência de homocedasticidade

Teste BP - Eviews
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Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 2 (cont.)

Não se rejeita 𝐻0

Existe evidência de homocedasticidade

Teste White - Eviews 
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Heterocedasticidade: testes para detecção – exemplo 2 (cont.)

Não se rejeita 𝐻0

Existe evidência de homocedasticidade

Teste White simplificado
- Eviews


